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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Три кита лежат в основе любой вычислительной задачи: Сущест- 
вование, Единственность, Алгоритм. В этом смысле не состав- 
ляет исключение и задача безусловной минимизации непрерыв- 
ной ограниченной функции. 

Первый вопрос, на который необходимо ответить, прежде 
чем начинать поиск минимума, — имеет ли задача минимизации 
решение?. Другими словами, достигает ли функция своей ниж- 
ней грани? - 

Второй вопрос. В общем случае неизвестно, является ли ми- 
нимизируемая функция одноэкстремальной; поэтому, опреде- 
лив точку локального минимума, необходимо выяснить, един- 
ствен ли найденный локальный минимум, и если нет, является 
ли он точкой глобального минимума функции. 

Наконец, третья проблема — построить сходящийся эффек- 
тивный алгоритм нахождения хотя бы одного локального ми- 
нимума функции. 

До сих пор основные усилия в области оптимизации были 
направлены на решение третьего круга проблем — построение 
алгоритмов минимизации. Первые два Вопроса фактически не 
затрагивались в работах по теории оптимизации. При этом пробб- 
лемы существования и единственности часто снимались рассмот- 
рением класса выпуклых функций. Разумеется, в общем случае 
трудно дать конструктивный ответ на вопрос существования ре- 
шения оптимизационной задачи и его единственности. Здесь 
существует один путь — ограничиться рассмотрением некоторого 
класса функций. При этом должен быть выдержан извечный ма- 
тематический компромисс: изучаемый класс.не должен быть 
очень широким, чтобы результаты не были тривиальными, в то 
же время он должен быть и не очень узким, чтобы соответствую- 
щее исследование имело практический интерес. В качестве тако- 
го класса функций рассматривается класс сумм квадратов откло- 
нений, возникающих при применении метода наименьших квад- 
ратов в нелинейной регрессии, и его обобщения — класс так 
называемых декомпозиционных функций.



В книге не рассматриваются вопросы численного нахождения 
глобального минимума, этому вопросу посвящена своя, достаточ- 
но обширная литература. Практика автора показывает, чтов ре- 
альных задачах число локальных минимумов, как правило, не- 
велико (от одного до двух-трех). В этом случае не так важно 
иметь эффективный (и трудоемкий) алгоритм поиска глобаль- 
ного минимума, как критерий, по которому можно определить, 
является ли найденный локальный минимум глобальным. Именно 
неуверенность в том, что минимум не является глобальным, зас- 
тавляет нас продолжать поиск! 

Надеюсь, эта книга привлечет внимание специалистов к затра- 

гиваемым, проблемам, окончательное решение которых — дело 
будущего. 

В заключение хочу поблагодарить всех друзей и коллег, при- 
нявших ‚участие в обсуждении различных Частей книги. Особую 
благодарность выражаю Б.Г. Поляку, Г.Б. Клейнеру и А.В. На- 
зину.



ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа посвящена теоретическому анализу задачи оптимизации 

Е(х)=> тш, хЕК”, (1) 

где Р(х) — непрерывная ограниченная функция на А”, и в частности, 
задачи минимизации суммы квадратов отклонений (невязок) и ее обоб- 
щению — декомпозиционной функции (см. ниже). Эти классы функций 
служат основным иллюстрирующим материалом предлагаемых общих 
подходов исследования существования, единственности решения задачи 
(1) и построения оригинальных алгоритмов минимизации. 

Минимизация суммы квадратов возникает, например, в задачах ап- 
проксимации (подгонки), обработки результатов эксперимента, оцени- 
вания параметров регрессионных зависимостей и т.п. 

Итак, пусть у1, У2,..., Уп Е В! — наблюдения или просто числа (дан- 
ные). Эти наблюдения аппроксимируются соответствующими функциями 
Л (@&), Л› (“),..., и (@), где а — неизвестный, в общем случае многомер- 
ный параметр, х Е К”, т < п. За критерий качества аппроксимации, под- 
гонки берем сумму квадратов невязок 

O(@)= 2 01-16). (2) 
Естественно, лучшая подгонка соответствует` минимуму значения крите- 
рия (2). Таким образом, приходим к задаче оптимизации 

Q (a)=> min, аеВ”. (3) 

Аппроксимирующие функции }: (&) считаем непрерывными на А”, доста- 

точное число раз дифференцируемыми. К задаче (3) можно подойти и со 
статистических позиций. Допустим, наблюдение у; представляет собой 
сумму регулярной детерминированной составляющей Д (%) и случайной 
помехи: 

Я=Д(@)+еЕ, 1=1,...,П, (4) 

где © — неизвестный параметр, « Е Е”; е; — помехи (случайные перемен- 
ные); Е; имеют нулевое математическое ожидание, постоянную дисперсию 
и не коррелируют друг с другом. Уравнение (4) можно интерпретировать 
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Ау, Рис. 1. Геометрия минимизации сум- 
мы квадратов; п= 3, т=2. 

как уравнение регрессии случай- 

ной переменной у на факторы х!, 
Х2,....Хк, ГДЕ У; =Ф(х:1,--- мк; 

a) + Е;, Г — номер наблюдения, 
2 — функция регрессии. Обозна- 

чая Ф (Хт, -..› Nik; a) = fi (@), 

приходим к (4). В дальнейшем 
уравнение (4) будем называть 
моделью нелинейной регрессии. 
Задача состоит в оценивании 

Lo 4, HeM3BeCTHOTO MapameTpa a. B Ka- 
честве метода оценивания, как 

Vs правило, берут метод наимень- 

ших квадратов (МНК), который 
и приводит к задаче (3). При этом значение а, являющееся решением 
(3), называют оценкой МНК, а функции /; (&) — функциями регрессии 
или отклика. Именно этой терминологией мы и будем пользоваться далее. 
Задача (3) имеет наглядную геометрическую интерпретацию. Система 
функций /(а) = (Л (а), ЛЬ (“),..., и (@&)) задает отображение простран- 
ства А” в пространство К". Образом этого отображения является т-мер- 
ная поверхность /(&и) в п-мерном пространстве, поверхность регрессии. 
Поэтому задача (3) эквивалентна поиску на поверхности регрессии точ- 
ки, наименее удаленной от точки у = (у1,..., Уи) Е В", - см. рис. 1. 

Декомпозиционная функция, вводимая в гл. 4, — естественное обоб- 
щение суммы квадратов (2). Функция F(x) называется декомпозицион- 
ной, если она допускает декомпозицию вида: Р(х) = Г(Х(х)), где /: В" > 
> Е" — инъективное отображение, п > т, Г — выпуклая функция на А". 

  

  

  

n 

Для функции (2) /(е) =У(е!,ез,...,еи) = > е? ‚где e;= yi — f,(Q). 

Условно книгу можно разбить на три части. 
Г. Критерии достижимости нижней грани непрерывной функции на не- 

компактном множестве. Очевидно, в общем случае минимизируемая 
функция Р(х) может не достигать своей нижней грани на Е”. Таким об- 
разом, необходимы критерии проверки корректности задачи минимиза- 
ции (1), т.е. существования решения этой задачи. Им посвящена первая 
глава книги. Критерии достижимости нижней грани основаны на понятии 
так называемой нижней грани функции Е(х) на бесконечности ($ 1). 
Предлагаемый подход иллюстрируется примерами конкретных нелиней- 
ных регрессий встречающихся в практических исследованиях. Разобран- 
ные примеры позволяют сделать следующий общий вывод: оценка МНК 
существует, если данные и аппроксимирующие функции имеют похожие 
качественные характеристики (положительность, монотонность, выпук- 
лость и т.п.). Таким образом, критерии достижимости нижней грани сум- 
мы квадратов могут в определенной степени служить критериями адек- 
ватности модели регрессии.



П. Критерии одноэкстремальности и глобальности. Эта тема — централь- 
ная, ей посвящена почти половина книги. Прелюдией к проблеме много- 
экстремальности служит вторая глава. В ней показывается, что фактически 
для любой нелинейной регрессии сумма квадратов может быть много- 
экстремальной. Третья и четвертая главы и посвящены собственно проб- 
леме построения конструктивных критериев одноэкстремальности и гло- 
бальности. Сначала критерии строятся для суммы квадратов (2). Основ- 
ная задача ставится следующим образом: построить критерии проверки 
того, что найденный локальный минимум 0(%) является глобальным. К 
решению поставленной задачи мы двигаемся постепенно. Сначала строят- 
ся критерии локальной выпуклости (положительной ` определенности гес- 
сиана О(%)) — гл. 3. Затем предлагаются критерии одностационарности 
(существование единственной стационарной точки) — гл. 4, 8 1. Нако- 
нец, в $ 2 четвертой главы решается поставленная задача — соответствую- 
щие критерии позволяют выяснить глобальную экстремальность или вы- 
пуклость суммы квадратов. Все критерии устроены по следующему едино- 
му образцу. В результате аналитического исследования функции регрес- 
сии находятся некоторые пороговые значения суммы квадратов, которые 
соответствуют желаемому свойству О(&). Это свойство (положительная 
определенность гессиана, локальная одноэкстремальность или выпуклость) 
выполняется для всех а Е Е”, для которых сумма квадратов меньше най- 
денного порогового уровня. Так, _ 

если существует такое аж Е К”, что О(%) < Ок — пороговый уровень, 
соответствующий существованию оценки МНК (нижняя грань суммы квад- 
ратов на бесконечности), то нижняя грань суммы квадратов на А” дости- 
гается (задача (3) имеет решение); 

если О (%) < Огс -— пороговый уровень локальной выпуклости, то в 
точке @о гессиан О (&) положительно определен; 

если О (що) < Ос — пороговый уровень выпуклости, то гессиан О (&) 
В точке & положительно определен, а множество уровня 5с = {аЕ К”: 

Q(a) < Ос } выпуклои О (а) выпукла на 5с. 
Всего предлагается шесть подобных уровней, они образуют иерар- 

хию (этажерку) уровней. Чем ”сильнее” свойство суммы квадратов, тем 
ниже уровень, тем уже соответствующее множество уровня. 

Естественно, для того чтобы использовать предлагаемый подход на 
практике, необходимо для данной модели регрессии аналитическим путем 
получить соответствующие пороговые уровни (оценки снизу). Примеры 
построения подобных оценок для некоторых нелинейных регрессий при- 
водятся в книге, однако автор хотел бы предостеречь читателя от излиш- 
него оптимизма: получение этих. оценок — дело не простое, часто выливаю- 

щееся в самостоятельное исследование. В этом смысле может быть поле- 
зен один простой и достаточно общий метод получения и доказательства 
числовых неравенств, основанный на методе множителей Лагранжа — 
гл. 3, $ 2. В частности, на протяжении всей книги активно используются 
полученные матричные обобщения некоторых классических неравенств: 
матричные аналоги неравенства Коши-—Буняковского с ограничениями 
и без ограничений, неравенство Гёльдера. 

В конце четвертой главы делается попытка обобщить критерии на более 
широкие классы функций. Сначала (8 3) это делается для декомпозици- 
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онных функций, а затем и для любых функций, для которых известны 
мажорирующий и/или минорирующий квазивыпуклый функционал. 

Пятая глава замыкает изложение вопросов, связанных с многоэкстре- 
мальностью суммы квадратов. Для большинства нелинейных регрессий 
существуют такие ”благоприятные” наблюдения (соответствующие об- 
ласти в А"), при которых О (<) выпукла или одноэкстремальна. Поиску 
таких областей и посвящена эта глава. 

Ш. Алгоритмы оптимизации (локальные) — традиционные вопросы 
теории оптимизации. Этой проблеме посвящены две последние главы. 
Специфика минимизируемой функции, в данном случае суммы квадратов 
(2) и декомпозиционной функции, позволяет строить более эффектив- 
ные и экономные методы минимизации. Классическим методом мини- 
мизации суммы квадратов является метод Ньютона—Гаусса. Ему, его 
различным модификациям и другим вопросам посвящена шестая гла- 
ва книги. 

Учитывая специфику уже самой нелинейной регрессии, можно строить 
еще более экономные, специальные методы минимизации О (и). Некото- 
рые общие рекомендации построения таких методов предлагаются в нача- 
ле седьмой главы. Они иллюстрируются конкретными примерами неко- 
торых моделей регрессии: робастная регрессия — минимизация суммы 
функций невязок, логлинейная регрессия, производственная функция 
СЕЗ ит.д.



ГЛАВА 1 

КРИТЕРИИ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

Рассмотрим задачу безусловной оптимизации 

F(x)> тт 
xER™ 

Относительно функции Р здесь и далее будем предполагать, что она не- 
прерывна и ограничена снизу. Разумеется, на некомпактном множестве 
(в данном случае К”) непрерывная функция может не достигать своей 
нижней грани, поэтому задача минимизации в этом случае может оказать- 
ся некорректной. Чтобы избежать этого, часто предполагают, что сущест- 
вует начальное приближение хо такое, что множество 

бо ={хЕК”: Р(х)<Е(х)} 

ограничено (а значит, и компактно в силу непрерывности функции Р (х)). 
Очевидно, тогда нижняя грань Р(х) на А”' достижима, т.е. существует 
x, Е К", для которого 

Е@.)= ш РО), 
xER™ 

причем х. © So. 

Остается, однако, открытым вопрос о существовании такого началь- 
ного приближения хо, для которого множество 5, ограничено. Предлагае- 
мый в этой главе подход основан на вычислении так называемой нижней 
грани функции на бесконечности (этот подход далее обобщается и на слу- 
чай минимизации функции на части пространства А”) и иллюстрируется 
на примере суммы квадратов. Вычисление нижней грани суммы квад- 
ратов на бесконечности позволяет строить критерии корректности задачи 
минимизации на А” (т.е. достижимости функцией своей нижней грани), 

другими словами, существования оценки метода наименьших квадратов. 
Часто исследование минимизируемой функции на бесконечности оказы- 
вается конструктивным и позволяет находить удовлетворительные началь- 
ные приближения хо, для которых множество уровня 5, компактно. В 

$1 вводится определение нижней грани функции на бесконечности и 
доказываются соответствующие результаты. Там же это понятие обобща- 
ется на случай минимизации на множестве, не совпадающем со всем про- 
странством. Изложение иллюстрируется примерами нелинейных регрессий



экспоненциального вида. В $ 2 собраны воедино некоторые сведения 
из теории конусов. Соответствующие понятия и факты будут неоднократно 
использоваться нами по ходу изложения книги, поэтому было решено 
объединить их в отдельный параграф. В $ 3 вопрос о вычислении нижней 
грани суммы квадратов на бесконечности и построении соответствующих 
критериев ее достижимости решается для одного, достаточно распростра- 
ненного на практике класса нелинейных регрессий, так называемых квази- 
линейных регрессий (совпадающих с линейными с точностью до некото- 
рого монотонного преобразования). В $ 4 этой главы на основе предлагае- 

мого подхода строятся критерии существования оценки МНК для таких 
весьма часто встречающихся при экономическом и технико-экономичес- 
ком моделировании нелинейных регрессий, как модифицированная экспо- 
нента, логистическая кривая и др. Последний параграф этой главы пос- 
вящен производственным функциям. 

$ 1. Критерий достижимости нижней грани функции 
на некомпактном множестве 

Предположим сначала, что область минимизации совпадает со всем прост- 
ранством. Итак, пусть Р = Р(х) — ограниченная снизу, непрерывная функ- 
ция, х Е А”. Не теряя общности можно считать Р(х) > 0. Нижней грапью 
функции на бесконечности назовем!) 

РЕ= №т Ш F(x). (1.1) 
г |х|?Р 

Предел (1.1) всегда существует (либо равен +5), так как функция 
ШЁР (х), |х|| > г является неубывающей для т > 0. Соответственно гово- 
рим, что Р(х) ограничена снизу на бесконечности числом В, если В < Ре. 

Теорема 1.1. Пусть Е(х) непрерывна на К". Если существует (началь- 
ное приближение) хо Е К”, для которого Е(хо) < ЕЕ, то нижняя грань 
функции Е (х) на Е" достигается, а множество 

бо ={хЕА”: Р(х)<Е(х)} 

компактно. 

Доказательство. Множество 5о является замкнутым в силу не- 

прерывности функции Р(х). Докажем, что оно к тому же и ограничено. 

Допустим противное, т.е. для некоторой последовательности хк E So, 

|хх || — ®°, К > 9. Положим гк = тах {| хи |,...› Xx |}. Тогда в силу 

неравенства F'(x;,) <F (Xo) 

inf F(x)<F(x,)<F (Qo). 
x > VR. ° 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при Ё > <, получим Ре < 
< Р(хо), что противоречит условию теоремы. Таким образом, Р(х) на 
бо достигнет своей нижней грани, скажем, в точке х.. Эта точка является 

1) Индекс Е — первая буква от английского Existence — существование (см. сле- 

дующую теорему). 
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глобальным минимумом на всем пространстве R™: npu x © So No onpe- 
nenennio F(x,) < F(x), mpu x © So, T.e. F(x) > F(xo), umeem F(x,) < 
<F (x9) < F(x) — теорема доказана. 

Для суммы квадратов 

0@)- 2 (и-1@)', аед", 
эта теорема переформулируется следующим образом. Найдем для данной 
модели регрессии нижнюю грань суммы квадратов на бесконечности Ор. 
Тогда если существует такое начальное приближение параметров do, для 

которого О (40) < Ок, то оценка метода наименьших квадратов существу- 
ет, а множество 

бо = {аЕ А”: О (а) < О (0)} (1.2) 
компактно. 

Множества вида (1.2) в дальнейшем будут играть важную роль в ис- 
следовании суммы квадратов. Множество 

S(Q*)={aER™: Q(a)<Q"} 
называем множеством уровня, а О* — коэффициентом уровня или просто 

уровнем. Иногда под множеством уровня будем понимать открытое мно- 
жество {Е В”: О(а) < 0*}. Каждый раз это будет оговариваться особо. 

Проиллюстрируем предлагаемый критерий на экспоненциальном трен- 
_ n 

ne f,(a) = exp(at),t=1,...,m. Ovesuguo, 3nech Og = Z y,, mpuyem O(a) > 
1 

> Or при а -> —<©°. Покажем, что если у; >0,Е=1,..., п, то оценка MHK 

существует. Найдем 

ту: _ Шу», min —— = 
t t fo 

= 40. 

Torna aot < пу, для всех #=1,...,П и 

О (40) = $ (у, - е“°')? = Хо (уе) < Х у; <ОЕ. 
г. tét, t#t, 

По теореме 1.1 оценка МНК существует, а множество (1.2) компактно. 
Обратим внимание читателя на то, что теорема 1.1 дает лишь достаточ- 

ный (не необходимый и достаточный) критерий достижимости инфимума 

функции. В частности, для экспоненциального тренда условие у, > 0, t = 
=1,..., п, может быть, по-видимому, ослаблено. В 8 1 гл. 2 предлагается 

некоторый подход к построению критериев недостижимости инфимума 
суммы квадратов. 

Практическое вычисление нижней грани функции на бесконечности по 
формуле (1.1) может оказаться не всегда удобным. Покажем, что имеет 
место следующее равенство: 

РЕ= inf lim F(x,;)- (1.3) 
| Xk | >= К 

Другими словами, нижняя грань функции на бесконечности есть нижняя грань 

нижних пределов значений функции по всем последовательностям, уходящим 

в бесконечность. Доказательство несложно. Обозначим правую часть (1.3) че- 
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рез Р Е. Из определения (1.1) следует существование последовательности 

Ихх || -> ®° такой, что F(x,) > РЕ при К —>°°; поэтому РЕ > ЕЕ. Обратно, 
пусть 5 > 0 — любое. Тогда по определению РЕ найдется такая последо- 

вательность || хх || 1 ®°, что шп Р(хк) <ЕЕ + 5. Положим в формуле (1.1) 
re = || хк|, тогда Ш Р(х) <Р(хь) и ЕЕ <ЕЕ + 5. Так как послед- 

Их И > г, _ _ 
нее неравенство имеет место для любого б > 0, получаем Ре < РЕ, что 

окончательно доказывает (1.3). 
Последовательность || хх || > <> называем асимптотической, если Е(хк) > 

—> соп5{ < ©, К ><. Асимптотическую последовательность называем глав- 
ной, если Е (хк) =РЕ. _ 

Процедура нахождения уровня Ре с учетом (1.3), таким образом, сво- 
дится к нахождению среди всех асимптотических последовательностей 
(если таковые существуют) таких, которые дают минимальное значение 
предела Р(хк). 

Пусть х1, х2,... — некоторая последовательность из А” ; нормируем ее 
элементы: гк =Хк/ 1х, Ьхк 20, К=1,2,... Поскольку р Е 5" — сфера 

в К” (компактное множество), последовательность рх имеет хотя бы одну 
предельную точку. Обозначим ее р* и назовем направлением последователь- 
ности. Главное асимптотическое направление р* соответствует главной 
асимптотической последовательности х1, Х2,... Это направление характер- 
но тем, что для любого 5>0 найдется такое направление и, достаточно 
близкое к у*, на котором существует точка хх : | Р(хх) - РЕ! <5. 

Главная асимптотическая последовательность определяет некоторую 
(ломаную) кривую, которая, ”уходя в бесконечность”, дает минимальное 
предельное значение функции. Иногда подобной кривой служит луч. Таким 
образом, луч Ли + $, где ^>0, [№ |=1, р— направление луча, $5 — начало 
луча, называется. главным асимптотическим, если 

lim inf РОр+$)=РЕ. 
rao ASP 

После вычисления нижней грани функции на бесконечности имеет смысл 
найти условия достижимости инфимума. Один способ доказательства 
достижимости дается теоремой 1.1. Поиск удовлетворительного начально- 
го приближения (т.е. такого, что Р(хо) <ЕР=) нередко будет основан на 
исследовании функции вдоль главного асимптотического луча. Пусть, 

например, Р(Лр + 5) РЕ при ̂ - <. Тогда, если будет доказано, что послед- 
няя сходимость имеет место снизу, то существует Ло, те. хо = Лор + $, для 
которого Р(хо) < РЕ, — инфимум достижим. Эта идея будет неоднократно 
использоваться нами в дальнейшем. 

Введенные понятия без изменения переносятся на случай, когда миними- 

зируемой функцией является сумма квадратов отклонений О (а). Дополни- 
тельно дадим следующее определение. Говорим, что нелинейная регрессия 
имеет бесконечные хвосты, если | (м) |-> °° при [< |-> <°. Наоборот, если 
существует такая последовательность [ах | > °°, для которой [| (ах) < 
<а <<, то говорим, что регрессия имеет конечный хвост. Легко видеть, 

что для того чтобы регрессия имела бесконечные хвосты, необходимо и 

достаточно, чтобы Ок = <. 
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Рис. 2. Асимптотические направления регрессии-экспоненты (1.4) 

Проиллюстрируем предлагаемый метод нахождения нижней грани сум- 
мы квадратов отклонений на примере регрессии — экспоненты с неизвест- 
ным масштабным множителем: 

FylOy, 2) = e% * 31, — © <a, a2 <™. (1.4) 

OGo3nayum') x, =(1,)7ER*, t=1,...,n. Im векторы образуют 
конус А, ребрами которого являются х! и хи. Заметим прежде всего, что 
эта регрессия имеет конечный хвост, так как при a, =const,a, > — © 

имеем /, (м1, и2)>0,:=1,...,п. Значит, Ор <. Будем искать асимпто- 
тические направления (рис. 2). Пусть [ах ? =а2х +а2 к > °°при К > ~, 
ик = ак | Пак |. Если хотя бы с одним х, векторы их, К =1,2,... , образуют 
острый угол, то /, (ах ) > и О(ах) - ®°, [ ах |-> °°. Таким образом, мно- 
жеством асимптотических лучей будет конус *) ‘ 

K~={a€R?*: (a,x,)<0, t=1,...,n}. 

Для лучей, являющихся внутренними для К”, предельным значением О 
п 

является > уг, так как для всех & =1,... ‚п ехр (ак + #а2к) > 0 при Ё - <. 

Рассмотрим направления, соответствующие ребрам конуса К*: (- п, 1) = 

=хпли (1, —1)Т =х!. Первый луч: Ахл + $, что соответствует а! =— Ап +51, 

  

') Здесь и далее ””т” в верхнем индексе означает знак транспонирования. 

*) Здесьи далее (и, и) обозначает скалярное произвёдение векторов и иу, эквива- 
лентная запись Ти = uty, 
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@› =^ +52, ГДе 5 = (51, 52}. Тогда (% х;) =— Ап +5; +Ё(А+52) =-Ап- В+ 
+ 51 +152. Для всех | << п-—| ‘ехр(а, +а›Г)>0; для Г =п имеем 
Тв (ви ‚ 2) =51 +52. Если ул > 0, то начало луча можно подобрать так, чтобы 
ехр (51 +52) =Уи. Аналогично, если у, >0, начало луча с направлением 

п 

(1, —1)" можно выбрать так, чтобы сумма У У: сократилась на член Yi. 
1 

Итак, окончательно для регрессии (1.4) находим 
п 

Ху., если тах(у,, у„)<0, 
1 

ОЕ = (1.5) 
п 

Ху: — тах" (у1, Уп), если тах (у1, Уи) > 0. 

Найдем теперь условия, при которых оценка МНК существует, т.е. инфи- 
MyM Q(qa) достигается. Очевидно, если все наблюдения неположительны, 
то оценка МНК не существует, так как для любого аЕ Е? 

O(a)= 2 (¥:-F,@) = > (21: 14:1 у)? > Ey? =0,= inf ,2(@). 
1 1 aGR 

Hyctb tenepb max(y1, у„)> 0!). Докажем, что оценка МНК существует, 
если выполнено одно из условий: у! >ун, Уз >0 или уи>уи, уни > 0. 

Рассмотрим второй случай (первый доказывается аналогично). Тогда, как 
n— 

cnenyet u3 (1.5), QO, = у2,а главным асимптотическим лучом будет 
1 

Q, =—AntlIn yy, а2 =A, roe ^>0. Легко видеть, что сумма квадратов 
как функция Л равна 

п п-1 _ 

OO)=Z(ye- ne PV +E ye=Oe, A> +, 
Докажем, что сходимость имеет место снизу. Рассмотрим разность 

п п 

O(d) — Dg = Ya — Yq Dyer“) + yy Z eM = 
1 1 

n-1 п-1 

= 2 Хо ут + у Х Ve 
1 1 

п-1 п-1 

= ynw(— 2 > yw" tl + y, > w? @-D- N= y, wPon— 3(w), 

re w=exp(— A) > 0, Po,_3(w) — многочлен от «2 степени 2п — 3. Понятно, 
что знак этой разности при ХФ + °° определяется 3HaKOM P2,_3(w) при 
wt 0, T.e. 3HaKOM P2,,_ 3(0). Ho Po, _ 3(0) = — 2¥n Vn 1 <0. Tostomy если 
у, >биу,_1 > 0, то сходимость О(^) к ОЕ имеет место снизу. А это ведет 

к существованию такого приближения 40, для которого О(4) < ОЕ. По 

теореме 1.1 тогда инфимум О(&) достигается, а множество (1.2) ком- 
пактно. 

1) Случай, когда одновременно у, < 0и у) < 0, является неестественным в рамках 
экспоненциальной модели (1.4). Если ах, > 0, то вероятнее у’ > у, , если, наоборот. 

а. < 0, то У, > уп. 
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Разберем теперь случай, когда априорное множество параметров A He 
совпадает со всем пространством А” и, вообще говоря, не является ком- 
пактным. Итак, пусть //(«) — непрерывные функции на некотором подмно- 
жестве Л свт с непустой внутренностью. На практике Л, как правило, 
представляет собой обобщенный прямоугольник. Оценкой метода наимень- 
ших квадратов нелинейной регрессии называется 

a=Arg min Q(a). 
аеЕЛ 

Дадим условия корректности этой записи аналогично случаю Л =А”. 
Обозначим OA — границу множества Л (бесконечные точки принадлежат 

о о 

границе), Л— его внутренность (по условию Л =*ф). Как и прежде, изло- 
жение будем вести для произвольной ограниченной снизу, непрерывной на 
А функции Р(%). 

Нижней гранью функции Е на границе Л называем 

Ре= lim inf F(x), (1.6) 
к = хЕЛ\Лк 

где Лх — семейство расширяющихся открытых подмножеств Л, те. Лк С 
о 

САк+1 СЛ, причем OAK п ЭЛ =ф И UA, =A. 

k 
Поясним свойства последовательности подмножеств {Лх}. Прежде 

всего отметим, что если Л =А”', то выбор Лк ={х Е В”: [х1< ry}, 
гк 1 °° при К -> ©° приводит к 

МЛ» ={xER™: Ix I>r, }, 

что соответствуетопределению (1.1). Нетрудно далее понять, что если Лк 

и Л имеют общие граничные точки, то эти точки могут не принадлежать 
о 

множеству Л\Лх. Если к тому же эти точки ”отвечают минимуму функ- 
ции”, то (1.6) не будет соответствовать нижней грани функции на A. 

Использование Л вместо Л в формуле (1.6) не является принципиальным. 
Докажем, что величина (1.6) не зависит от выбора последовательности 

Лк. Пусть {Лк} и {Лк} — расширяющиеся последовательности множеств, 
удовлетворяющие перечисленным выше условиям. Предположим, что 

первая последовательность приводит к значению Ре, а вторая — к Fr. 

Докажем, что РЕ <Fr. Лля этого достаточно показать, что для любого К 

inf F(x) <_ lim inf = F(x). 
хЕЛ\ Лк Р* ® хЕЛ\Лр 

А для этого в свою очередь достаточно показать, что для любого К найдется 
такой номер р, что Лк С Лр. 

Допустим противное. Тогда существует такое Лх, что для всех Лр Ak 

¢ Ap, T те. существует такая последовательность х1, Хз, ..., ЧТО Хр ЕЛ,, 

НО Хр Е Apo р=1,2,... Рассмотрим случай, когда оследовательность { x,} 

ограничена. Тогда можно выбрать сходящуюся подпоследовательность; 

не теряя общности можно считать, что х, >х.. Покажем, что х. Е A. Дей- 
ствительно, в противном случае найдется номер р, для которого х, Е Лр. 
Но поскольку Л, — открытое множество, то х, содержится в Лр вместе 
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с некоторой окрестностью, т.е. вместе со всей последовательностью {хр }, 

начиная с некоторого номера, а это противоречит Хр Е Ар для любого р. 

Далее, х. Е Лхь, так как в противном случае х, © А. Таким образом, полу- 
чили противоречие: х,является граничной точкой как для Л:, так и для Лх. 

Если последовательность {х„} не ограничена, то условно можно записать 
Хр > Хх. где х.— бесконечно удаленная точка, и рассуждения повторить. 
Итак, Ре <РЕ. Меняя местами Лки Лр ‚ приходим к неравенству Ре < РЕ, 

откуда Ре = РЕ. 
Из доказанной независимости Ре от выбора последовательности Лх, 

в частности для разобранного выше случая Л =Е”, следует, что в (1.1) 
не обязательно в качестве Ах брать шары {Их | <г}. Эти множества могут 
иметь произвольную форму, лишь бы они удовлетворяли перечисленным 
выше условиям. 

Нижнюю грань функции на границе аналогично (1.3) можно определить 
на языке последовательностей. Докажем их эквивалентность, т.е. покажем, 
что 

РЕ = inf lim F(x;). (1.7) 
" X¥K7X2E OA k 

В случае неограниченного Л запись [хх | - °° эквивалентна записи хх >х,Е 

ЕдЛ. Обозначим через Ё:” правую часть (1.7); покажем, что Ре > Ре. 

Пусть {Лк} — расширяющаяся последовательность открытых множеств, 

не имеющих общих граничных точек с Л, О Лх =^. Для любого К выберем 
k 

хкЕЛ\Лх так, чтобы 

F@,)- inf F@)< 
хе ^\ Лк 

1 
— (1.8) 
k 

Докажем, что если х, +x,, TO х.— граничная точка Л. Лля этого очевид- 

но достаточно показать, что х, Е Л. Допустим противное: х, Е Л. Тогда 
x, Е Лк для некоторого К. Но поскольку Лх является открытым множест- 
вом, оно содержит х, вместе с некоторой окрестностью Г(х.), т.е. хх Е Лк, 
Е >К. Поэтому из (1.8) следует неравенство 

Ре = lim inf F(x)2 

К >. = хЕЛ\ Лк 

> lim F(x,)> Ш lim F(x,) = Fi. 
k XK7xXeE 0A k 

Докажем теперь противоположное неравенство, т.е. что Ре <ЁРр. Выбе- 
0 

рем произвольное 5 > 0. Для каждого К найдем такой элемент хх ЕЛ\ Лк, 
что 

Еск)< Ш  Е(<)+6. 
хе A\A k 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при К -> ©, получим 

„Шт Рбхк) < lim ШЕ Ех) +6 =ЕЕ +65. 
К > ® хЕЛ\Лк 
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Рассмотрим подпоследовательность {хх’} последовательности {хх}, для 

которой Р(х,.) > Шт Е(хк). Эта подпоследовательность может быть либо 

сходящейся, либо расходящейся. Во втором случае | хх. |-> ©, т.е. можно 
считать, что Хх}, >х, Е дЛ. Отсюда следует, что 

lim F(x,’) = lim F(x) > FE. 
а значит, с учетом ранее полученного неравенства onyyaem F* < Ft 5, 

т.е. Е& < Ре. Рассмотрим теперь первый случай, пусть 1 хх’ < А <. Тогда 
из этой последовательности можно выделить сходящуюся подпоследова- 
тельность {хх }, причем ху" >х,Е К”. Докажем, что х, Е ЭЛ. Действи- 

тельно, Ху „Е Л, причем х. = lim x,» © A, TaK KaK B противном случае не 
о 

будет. выполняться условие совпадения ЛиЧЛх. Отсюда следует, что 

ЕЛ ux, € 0A. Поэтому вт F(x, ") 2 ЕК, те. опять ЕЕ <РЕ +6, а значит, 

it ESS <F Е. 

На основе понятия нижней грани функции на границе Л может быть 
построен критерий достижимости нижней грани функции, аналогичный 
случаю Л = А” 

Теорема 1 2. Пусть Е(х) непрерывна на ЛС В", AF $. Если существует 
(начальное приближение) хо Е Л, для которого Е (ко) <РЕ, где ЕЕ- 
нижняя грань Р(х) на границе Л,то нижняя грань функции Е на Л дости- 
гается, множество 

Sy ={xEA: E(x) < F(xo)} 

компактно, не содержит граничных точек Л, а точка, доставляющая ШЁЕЕ(Хх), 
хЕ Л, является внутренней для Л. 
Доказательство. Докажем, что Эо замкнуто. Пусть дана последо- 

вательность точек хх > х, , Хк Е 50. Если х, Е Л, то в силу непрерывности ^ 
на Л Р(х.) < Ехо) их. Е 50. Пусть теперь х, Е Л, т.е. х, ЕдЛ. Тогда по 
определению Шт Р(хк) > F Е› Что противоречит условию Ё (x,)< F(x%o) <Fr. 

Одновременно мы доказали, что точки бо — внутренние для Л. Ограничен- 
ность множества 5 следует из непринадлежности ему граничных (в том 
числе бесконечно удаленных) точек Л.Тёорема доказана. 

Как и в случае Л =В”, можно ввести понятие асимптотической и глав- 
ной асимптотической кривой (луча). 

Проиллюстрируем вышеизложенное примерами. Начнем с экспоненты 
(<) =ехр(ай). Пусть известно, что a> 0, т.е. Л={а> 0}. Тогда, как легко 

убедиться, О; =0(0) =z (у, —1). Для того чтобы инфимум О(“) на 

множестве Л достигался, т.е. чтобы ШЁРО_(а) = О (0), достаточно, чтобы 

0'(0) < 0. Но О'(0) =-2 Жу,- Пь потому оценка МНК на Л существует, 

если Ey,t> n(n + 1)/2. 

PacemorpuM теперь двухпараметрический пример с моделью (1.4). 

Будем считать @&› > 0, те. Л = { (а, и.) Е В?: — << а, <, а, >0}. Для 
простоты предположим, что у, > 0,1 = 1,'...,п. Пусть ак > а, ЕЛ. Если 
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nocnenopatenbHoctTp Ila, llorpannyeHa no k, TO @2,~0. B Takom cylyyae 

выберем с! так, чтобы 

О(е1,0)= (ук - е“+)} = шт. 
Qs 

Очевидно, поскольку у, > 0, решение этой задачи есть ш у, где у = y,/n. 
п 

Тогда О (ак) -> Х (у,-У)?. Если Гах |- °°, то множеством асимптотических 
1 

лучей служит конус, натянутый на векторы хи = (—п, 1)Тих; = (1, -1)* — 

см. рис. 2. Наименышим предельным значением суммы квадратов будет 

п-1 

>. уг. Окончательно при а. > 0 
1 
_ n—-1 n 

ОБ =шш{ Х ур, (у, 7) }. 
_ Anal 

Найдем условия существования оценки МНК при а› > 0. Если Ор = > Yes 

то оценка МНК существует; это следует из доказательства существования 
_ п 

этой оценки в случае без ограничений. Пусть О; =Х (у, - У). Очевидно 
1 

90 (ту,0) _ п 

27 © (у.-у)Е. 
0a 1 

Поэтому если &(y;-—y)t>0,1o 9О0(шу,0)/ да, < 0 и в окрестности точки 
(пу, 0) в верхней полуплоскости существуют точки с суммой квадратов, 
меньшей О(ш у,0)=О;, значит, инфимум О() достижим. Условие 
2(у, -У)Е>0 можно интерпретировать так: временной ряд наблюдений 
у; должен иметь положительный линейный тренд. Другими словами, если 

ряд у1,..., Ул ПО методу наименьших квадратов выравнивать по линейной 

функции &, +&.2{, то необходимо, чтобы оценка a MHK napaMetpa a 

была положительной. Это следует из того, что знак Qe определяется знаком 

(у -У)( —t)= U( ye -—V)t-— tly -Y)= lr -Y)t, 

где t =(n + 1)/2. 
В заключение остановимся на одном приеме, который иногда позволяет 

упростить задачу минимизации и, в частности, оценивание параметров. 
Пусть Р(х) — непрерывная, ограниченная снизу функция, хЕЛСА”. 
Задача заключается в нахождении х, Е Л, для которого 

F(x,)= inf F(x). (1.9) 
хел 

Переобозначим аргументы функции; другими словами, пустьё: Л>Л'СА” 
их’ =2(х), причем g(A) = Л". Пусть в новых обозначениях найден миними- 
затор х. Е Л’, для которого 

F(x,)= inf F(x). 
xE A 
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Тогда для всех х, Её '(х.) С Л имеет место (1.9) (Л — прообраз миними- 
затора х.). Этот прием в дальнейшем будем называть методом переобозна- 
чения. Иногда удачным переобозначением задачу (1.9) можно существенно 
упростить. 

Например, допустим, необходимо оценить методом наименьших квадра- 
тов регрессию 

_ 2 . — 
Ух + 1 2х2 + Е, 1=1,...,П, 

где а = (и! , м2) ЕЛ = В?. При этом оценка МНК есть 
п 

_ : 2 2 
a=arg min 2 (yj; — 04 Xj, — af 2X2)". 

1%, 1 

Переобозначим В: =, В» = а? и2. Нетрудно проверить, что в этом случае A 
есть В? с выколотой прямой В, = 0, за исключением точки (0, 0). Таким 
образом, пользуясь методом переобозначения, приходим к задаче нахож- 
дения 

(b1,b2)=arg min Х(у;— Вахи — Вх), 
172 

решение которой не представляет труда. К старым переменным переходим 
по следующему правилу: 

аа =Ь:, 42 =52/5?, если В, #0, 

(а,, а2) = 

1 =0, a,=0, если 5, =0. 

В третьей главе будет особо выделен класс нелинейных регрессий, сводя- 
щихся некоторым преобразованием к линейным. 

$ 2. Конусы 

В этом параграфе мы прервем исследование, связанное с построением крите- 
риев достижимости функцией своей нижней грани на некомпактном множе- 
стве, и рассмотрим конструкцию ”конус”, к которой не раз будем прибе- 
гать по ходу книги. При этом основное внимание будет сосредоточено лишь 
на малоизвестных и новых понятиях и фактах. Стандартное изложение 
темы ’’конусы” можно найти, например, в книгах [8, 9, 54]. 

Конусом в "обычно называется множество векторов К таких, что ‘если 
хЕК, то ЛхЕ К для любого Л > 0. В дальнейшем мы будем рассматривать 
только выпуклые конусы. Таким образом, по нашему определению множе- 
ство КС А” называется конусом (выпуклым), если: а) х ЕК’ влечет 
ЛхЕ К для любого Л >20; 6) х, уЕ Квлечет х +уЕ К. Нетрудно проверить, 
что такое множество действительно является выпуклым. 

Конус К называем замкнутым, если множество К замкнуто; конус К 
называем открытым, если открыто множество К\{0}. Как правило, мы 
будем работать с замкнутыми конусами. 

Конус К называется заостренным, если он не содержит одновременно 
хЕКи —хЕК (х +0). Незаостренный конус может совпадать с некото- 
рым линейным подпространством А”" или иметь форму клина. Из теоремы 
об отделимости [8, 9] следует, что если конус К не совпадает со всем 
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пространством, то найдется такой вектор и + 0, что К лежит в полупрост- 
ранстве {х ЕК”: (,х)> 0}. В частности, для заостренного конуса найдет- 
ся такой вектор р, что для всех х Е К имеет место строгое неравенство 
(v,x) > 0. Вектор р в этом случае называем направляющей конуса. 

Говорим, что множество К” есть конус с вершиной в точке т, если К” = 
= К + т, где К — конус. Многие из излагаемых ниже результатов обобщают- 
ся на конусы с вершиной. Мы, однако, для простоты ограничимся рассмот- 
рением обычных конусов, т.е. конусов, вершина которых совпадает с на- 
чалом координат.. 

Углом между векторами х, у Е В" (х * 0, у + 0) называем 

arccos(x, y)/(Ix Illy ll); угол между векторами обозначаем (x; у). По 
^ 

определению 0 < (х, у) < т. 
Докажем неравенство треугольника для углов: для любых ненулевых 

х, у ЕВ" 

(х,у) < (5,2) + (6х), (2.1) 
причем равенство достигается только для компланарных (лежат в одной 
плоскости) векторов х, у, 2. Допустим сначала, что векторы х, у, 2 ком- 
планарны. Тогда неравенство (2.1) переходит в равенство, ‘если вектор 2 
лежит между” векторами х и у. Предположим теперь, что векторы не при- 
надлежат одной плоскости. Опустим из конца вектора 2 перпендикуляр 
на плоскость, натянутую на векторы х, у. Обозначим проекцию вектора 2 
через и. Тогда (2-и,х)= (2-и, у) =0, и=^х+^.у. Докажем, что 

^ ^ 

(2/х) > (и,х) и (2, у) > (иГу). Очевидно, для этого достаточно показать, 
^ A A 

что с0$(2,х): < соз(и^х); соз(2Гу) < соз(игу). Не теряя общности можно 
^ 

считать {|x || = |у] = |221 = 1. Тогда соз(2, х) < соз(и^х) эквивалентно 
(2, х) < (и, х)/ и |. Но |и| < 1, поскольку в силу ортогональности 
2-и1х и |2 -—и]| > 0 получаем 

Пи? + |2 -мИ? = |212 = 1. 
Наконец, 

(z,x) = (u,x) + 2-и, х) = (м,х), 

откуда с учетом |и|] < 1 следует неравенство (2,х) < (и, х)/|и |. Совер- 

шенно аналогично доказывается неравенство (2^у) > (и’у). Итак, 

(х/2) + у) > (м) + @/№) > (<, 2), 

поскольку векторы х, и, 2 компланарны, что и требовалось показать. 
Говорим, что конус К имеет угол раствора ‘у, если 

ир (у) = 7. (2.2) 
x,yEK 

Очевидно, конус будет заостренным тогда и только тогда, когда его угол 
раствора 0 << пл; К называем остроугольным, если О0<у< 1/2. 

Пусть М — некоторое подмножество из А” - Конусной оболочкой 
этого множества назовем ’минимальный” конус, содержащий М. 
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Другими словами, 

Ко(М) = П К, 
мск 

где Ко(М) — конусная оболочка множества М; Ко(М) есть конус, посколь- 
ку пересечение любого числа конусов есть конус. Вместе с тем, если КОМ, 
то К 2 Ко(М). Если М — выпуклое множество, то нетрудно показать, что 

Ко(М) = {хЕВ”: х=Ах,, ASO, xX EM}, 

которое совпадает с множеством лучей, ’’проходящих” через М. 
Наиболее простым примером конусной оболочки служит конус, порож- 

денный конечной системой векторов х!,...,хк; очевидно, в этом случае 

Ко(х!, ... Xx) = 

= т. =: e 

— {х ЕК e xX — У1Х1 + у2Х2 + eee + VEX ks Yi>- ..э УК > 0}. (2.3) 

Конус (2.3) называем многогранным. Ниже будет дано другое, экви- 
валентное определение многогранного конуса как множества решений 
системы линейных неравенств. В том случае, когда { х; }совпадают с вектор- 
осями координат А”, конус (2.3) называем прямоугольным. 

Введем для остроугольного конуса понятие сечения. Итак, пусть К — 
заостренный конус с углом раствора 7, 0 < у < 1/2. Выберем любой эле- 
мент конуса 2 = 0 и любое 6 > 0. Построим гиперплоскость П ={хЕК”: 
(x, z) =6}. Сечением заостренного конуса К называется 5 = П ПК. Мно- 
жество 5 выпукло как пересечение двух выпуклых множеств, оно лежит 
в линейном многообразии размерности т — 1. Покажем, что конусной 
оболочкой 5 -является сам конус. Для этого достаточно показать, что если 
х ЕК, то найдется такое № > 0, что Лох Е 5. Положим Хо = 6/(х, 2); по- 
скольку в силу остроугольности (х,2)> 0, имеем № >0, причем 
(Лох,2) Еб, т.е. Лох Е 5. | 

Пусть О*2Е К”, О <ф<л1/2; круговым конусом называется мно- 
жество. 

K = {xER™: (x$z) < y}. (2.4) 

Термин ”круговой” объясняется тем, что этот конус совпадает с конусной 
оболочкой (т — 1)-мерного шара (в случае т = 3 — круга). Действительно, 
выберем в качестве секущей гиперплоскости плоскость П = {х Е К”: 
(2, х) = 6}, 6 > 0. Конус (2:4) может быть описан как (х: (х,2)> 
> |х|||12 |с0зф}, поэтому его сечением плоскостью П будет шар {х ЕП: 
|х || < 6/1 2 |с0зф} в линейном многообразии П размерности т — 1. Век- 
тор 2 называем осью кругового конуса. Угол у = 2ф — угол раствора круго- 
вого конуса. Последнее следует из неравенства треугольника для углов: 
пусть х, у лежат в конусе (2.4), тогда по (2.1) 

(xy) < (x5z) + (yz) < 24. 

Введем следующее определение. Система векторов х:,Х2,...,хк назы- 
вается однонаправленной, если существует такой вектор ре В", что 
(р, х)>0, #=1,..., К. Система векторов, не являющаяся однонаправ- 
ленной, называется разнонаправленной; таким образом, х1, х2, ..., Хк 
разнонаправлены, если для любого и Е А” найдется такое | <} < Ё, что 
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(р, х;) < 0. Векторы х!,..., хк называем строго разнонаправленными, 
если для любого р 7 0 найдется такое 1 <] < &, что (р, х;) < 0. Нетрудно 
показать, что векторы х|:, ..., хк будут однонаправлены, если одна из 
координат для всех векторов будет либо положительна, либо отрицатель- 
на (для доказательства в качестве р необходимо взять единичный вектор, 
У которого на месте этой координаты стоит соответственно | или —1, 
а остальные координаты — нули). 

Докажем, что х;,..., хк однонаправлены тогда и только тогда, когда 
конус (2.3), натянутый на эти векторы, является заостренным. Допустим, 
(2.3) не является заостренным, т.е. —и, иЕ Ко(х!,..., хи), и 0. Допус- 
THM B TO же время, что х:,...,Хк однонаправлены, т.е. что при 
vER™ (v,x;)>0, i=1,...,k. Torna nia х ЕКо(х!,...,Хк) 

(¥,x) = 2y(v, xi) > 0, 
если 7; > 0 хотя бы для одного {=1,...,И,т.е.х = 0. В частности, посколь- 

A 

Ky —u,u€Ko, to (—u;v)< 7/2, (us v)<7/2, orcioma u u3 неравенства 
треугольника для углов следует 

п = (и^-и) < (и + (—ш») <т 

— противоречие. Допустим теперь, что конус Ко(х,,..., хк) заострен; 
докажем, что тогда х,:,..., хх однонаправлены. Как было указано в нача- 
ле параграфа, для заостренного конуса найдется такое иЕ А”, что для лю- 
Goro u © KoQ,...,xX,) (и, р) >0. В частности, (х,Р)> 0 для всех 
1=1,...,К. А это и означает однонаправленность системы векторов 
Х!,....Хк. 

Можно доказать, что Ко(х,, ..., хк) совпадает со всем пространст- 
som R™ тогда и только тогда, когда векторы х!,...,хк строго разно- 
направлены. 

Положительно сопряженным конусом К“” к конусу К называем 
множество 

K* ={xER"™: (x,y) = 0, vy € K}. 

Если К натянут на векторы х:,...,Хк, то конусом, положительно сопря- 
женным к Ко(х!,...,хк), будет 

Ко’ = {xER™: (x,x;) > 0, i = 1,...,k}. 

Очевидно, К ** 2 К, причем К ** = К, если К — замкнутый конус. 

Введем понятие отрицательно сопряженного конуса!) . Пусть К — конус. 
Отрицательно сопряженным к нему назовем конус 

К” = {хЕВ”: (х,у) <0, УуЕК}. 

Очевидно, К ^ = —К*. Нетрудно проверить, что если К С В” -— заострен- 
ный конус, то К ` — выпуклое тело, т.е. не лежит в пространстве размер- 

1) B литературе положительно сопряженный конус называют, как правило, двойст- 
венным конусом, отрицательно сопряженный конус иногда называют просто сопря- 
женным [8, 9]. Мы отошли несколько от принятой терминологии, потому что в даль- 
нейшем часто будем одновременно использовать пару конструкций К* и К -. 
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ности, меньшей т. В том случае, когда К = Ко(х!:,...,хк), 

Ko” = {xER™: (x,x;) < 0, i = 1,...,k}. 

Если х:,...,Хк строго разнонаправлены, Ко вырождается в {0}. 
Открытым отрицательно сопряженным конусом к конусу К называем 

множество ({х: (х, у) < 0, уЕК}. Если К — замкнутый конус, то откры- 
тый отрицательно сопряженный конус К’ будет открытым множеством. 
Аналогичным образом определяем открытый положительно сопряженный 
конус. Надеемся, что некоторая возникающая при этом двусмысленность 
не приведет к недоразумениям. 

Изложение теории многогранных конусов можно вести на языке линей- 
ных однородных неравенств. Пусть 41, 42,..., ак ЕЕ” (не теряя общнос- 
ти можно считать, что среди этих векторов отсутствуют нулевые). Найдем 

множество решений системы К линейных неравенств 

(а,х) <0,1=1,..., К. (2.5) 

Можно показать, что множеством решений этой системы линейных не- 
равенств относительно х является многогранный конус вида (2.3) и наобо- 
рот, каждый конус вида (2.3) может быть представлен как множество 
решений некоторой конечной системы линейных неравенств. 

Система неравенств (2.5) имеет нетривиальное решение х + 0, если 
векторы а1, @2,..., ак однонаправлены. В этом случае множество реше- 
ний (2.5) есть конус, отрицательно сопряженный к Ко(а,,...,‚ ак). Если 
векторы а1, а›,...,ак строго разнонаправлены, то (2.5) имеет единствен- 
ное решение х = 0. Для доказательства первого утверждения заметим, 
что множество решений (2.5) по определению содержит луч —Ль, где A = 0, 
(р, х;) > 0. Отсутствие нетривиального решения (2.5) для строго разно- 
направленных векторов означало бы существование х 3 0, (а, х) < 0- 
противоречие с условием строгой разнонаправленности. 

Перейдем теперь к системам неоднородных линейных неравенств 

(a;, x) < b;, i=1,...,k. (2.6) 

Решением системы (2.6) будет выпуклый многогранник. Докажем, что 
множество решений (2.6), если оно не пусто, является ограниченным 
(по норме) тогда и только тогда, когда векторы 41, @2,..., к строго 
разнонаправлены. Если же а:, 42,..., ак однонаправлены, то множество 
решений (2.6) является неограниченным. 

Обозначим множество решений (2.6) через Е. Допустим, что Е 3 ф 
и ограничено, пусть Хо Е Е. Покажем тогда, что а,,...,ак строго разно- 
направлены. Пусть р Е Е” — любое, р = 0; для строгой разнонаправлен- 
ности достаточно доказать, что существует а;, (ь, а;) > 0. Допустим про- 
тивное: существует такое р 2 0, что (р, а} <0, 1=1,...., К. Тогда луч 
Xo tAvCE, A120, поскольку 

(Xo + Av, 41) = (Хо, а1) + A(V,4a;) < Bj, 
— противоречие с ограниченностью Ё. 

Предположим теперь, что Е не ограничено. Можно показать, что выпук- 
лое множество не ограничено тогда и только тогда, когда оно содержит 
луч хо +Лр, Л^20, х ЕЁ, р=0 [5$]. Это значит, что (хо, а;) +Л(,а;) < 
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< Ь для любых А 20, 1=1,..., К. Это в свою очередь возможно только 
при условии, если (р, а;) < 0, а это и значит, что векторы а:,... ак не явля- 
ются строго разнонаправленными. 

Теперь обратимся к вопросу о построении отрицательно и положительно 
сопряженных конусов. Поскольку К * = —К `, то достаточно ограничиться 
построением отрицательно сопряженного конуса. Этот вопрос решим для 

двух важнейших случаев, когда исходный конус К круговой или много- 
гранный. Итак, пусть К — круговой заостренный конус с осью 2: 

К = {хЕВ": (х^2) < х}, 

где 0 <ф< 1/2. Тогда отрицательно сопряженным к нему будет опять же 
круговой конус 

A tt 
К =| xER™: (x,-z) < 5 - o}. 

Действительно, если х ЕХА, уЕК’, то по неравенству треугольника для 
углов 

(7,х) > (х,2) - (5,2) = 

=п- [@,-2) + 07,2] > т -(+ + > - °) = >. 

Рассмотрим теперь случай многогранного конуса. Допустим, он зада- 
ется системой линейных неравенств 

(ах) 20, Е=1,...,К. (2.7) 
1 

Тогда положительно сопряженным конусом К * будет конус, порожденный 

векторами а, ‚ 42,...,а@к. Действительно, для каждого ребра К * и для каж- 
дого х Е К по определению имеет место (2.7). Отсюда следует, что для 
любого а Е К*, где а = ХХ; а;, Х, > 0, имеет место (а, х) >0, x EK. He- 
трудно доказать обратное — если а: (а,х) >20 для всех хЕК, то а= 
= 2A; 4;; Ny = 0. 

Допустим, что многогранный конус задается в виде конусной оболочки 
конечного числа векторов х!,х2,...,хк Е А”. Будем для простоты счи- 
тать эту систему векторов однонаправленной, т.е. конус Ко заостренным 
(К > т). Не теряя общности можно предположить, что каждый из векто- 
ров х; задает ребро конуса (в противном случае этот вектор может быть 
удален из системы). Переберем все комбинации по т — 1 векторов из 
системы векторов {х!,{=1,...,К}; всего таких комбинаций будет Су" ^ 1. 
Поскольку х:,...,хХк — ребра конуса, то каждая такая комбинация будет 
линейно независимой. Найдем единичный вектор, ортогональный этой сис- 
теме из т — 1 векторов; с точностью до направления он будет единствен- 
ным: е или —е. Знак” выбираем из условия, чтобы со всеми остальными 
векторами системы х!,..., хк вектор е (или —е) имел неотрицательное 
скалярное произведение (возможны ситуации, в которых этим свойством 
не будет обладать ни один из векторов +е; тогда переходим к следующей 
комбинации из т — 1 векторов). Обозначим этот вектор через а! . Постро- 
им таким образом К векторов а1, 42, ..., ак. Конус, натянутый на эти 
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векторы, и есть положительно сопряженных к исходному. Действительно, 

по определению (а;,х;) 20, i,j=1, ‚К, значит, (а»х)> 0, где хе 
Е Ко(х!,..., хк). Обратно, можно показать, что если а: (а, х;) 20, 
1=1,..., К, тоа= ХА; ау, №; > 0. 

Вопрос о построении для многогранного конуса положительно сопряжен- 
ного тесно связан с вопросом о представлении конуса, задаваемого (2.3), 
в виде системы неравенств (2.7). А именно, задача ставится таким образом: 
пусть конус К задается в виде (2.3), требуется найти векторы 4, , 42, ... 
... ›@к› КОТОорые порождают этот конус в смысле системы неравенств (2.7). 
Другими словами, необходимо представить конечную конусную оболочку 
в виде системы линейных неравенств. Построим для данной системы векто- 
ров х1:,...,хк векторы 41,... ‚ак По правилу построения положительно 
сопряженного конуса, описанному выше. Тогда, как следует из вышеизло 
женного, 

Ко(х!,...,хк) = (xER™: @,x) 20, i= 1,...,k}, 

что и требовалось установить. 

Проиллюстрируем изложение примерами конусов, которые будут неод- 
нократно использоваться нами в дальнейшем. Допустим, конус К в К" 
задается системой п неравенств 

2 0, и. -и: 20,..., и — ии > 0. (2.8) 

Требуется найти конус, положительно сопряженный к К, и выразить его 
также в терминах неравенств. Введем обозначения: 

r, = (1,0,0,...,0), 

= (-1,1,0,...,0), 

3 = (0,-1,1,0,...,0), 

Cr ee ee) 

= (0,...,0,-1, 1). 

Torna конус, задаваемый системой неравенств (2.8), записывается в виде 
К = {иЕК”: (и,г,) 20, 1=1,...,п}. Положительно сопряженным кону- 
сом к К будет конус, натянутый на векторы т, ,... ‚и. Выразим его в виде 
линейных неравенств. Рассмотрим систему из п — 1 векторов (Г›,...,т). 
Ортогональным вектором к этой системе будет + (1,..., 1). Берем знак + 
из условия неотрицательности скалярного произведения с г!. Таким обра- 
зом, а: = (1,..., 1). Затем рассматриваем следующую систему (г, ‚гз,... 
..., т). Ортогональным вектором для этой системы будет а. = (0, 1, 
..., 1), для следующей аз = (0,0,1,..., 1) ит.д. Таким образом, положи- 
тельно сопряженным конусом к (2.8) будет конус, задаваемый следующей 
системой линейных неравенств: 

Xi t+Xo +... +X, 2 O, 

Xo +... t+ Xx, 2 0, 

хи > 0. 
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Очевидно, отрицательно сопряженный конус задается противоположной си- 

стемой неравенств (знаки > необходимо заменить на знаки <). 

Теперь обратимся к другой задаче, которая неоднократно будет встре- 

чаться нам на протяжении книги. Часто данный заостренный конус необхо- 

димо аппроксимировать ”сверху” круговым конусом. В этом случае ко- 
нус К называем описанным круговым конусом К;. Более точно, круговой 
(замкнутый) конус К; называем описанным вокруг заостренного замкну- 

того конуса К ‚если К; 2 К, причем К, имеет минимальный угол раствора. 
Как будет показано далее, задача построения для данного заостренного 
конуса описанного кругового сводится к задаче построения для данного` 

ограниченного множества ЕЁ С А" описанной сферы, которую мы и 
рассмотрим. 

Итак, пусть ЕС А” — некоторое ограниченное множество, 

sup |и-и| =а4 < ® 
и 0 ЕЕ 

4 — диаметр множества. Центром ограниченного множества Е называем 
СЕ Е В", для которого функция от Ио 

О(ио) = sup |lu — ш | (2.9) 
иЕЕ 

достигает своей нижней грани на А” (очевидно, се — центр описанной сфе. 
ры). Определение центра множества корректно, поскольку нетрудно пока- 

зать, что О(ио) - ® при || ш || > © и Р(ио) — непрерывная функция 
и Е В". Докажем, что для любого ограниченного множества существует 
единственный центр. Прежде всего докажем, что функция (2.9) является 

выпуклой на А”. Для этого заметим, что для любых и, и\, иё Ее В", 
0O<A <1 

Ни — Aug —(1 —A) us || = ИА — м5) + (1 —Х) (м — мб) | < 

< Илим) + Па -) (м — мб) И = 

= Ни — м0 | + (1 - Х)|и — WGI. 

Используем далее неравенство 

max (f,(e) + f2(e)) < тах Л(е) + тах Л(е), 
еЕЕ ее Е еЕЕ 

где Е — компактное множество в А”, [;, /› — действительные непрерыв- 
ные функции на Ё, причем знак неравенства заменяется на знак равенства 
тогда и только тогда, когда существуете,: 

Л(е.) = max f,(e), Р2(е.) = тах Л(е). 
eGE eGE 

Далее заметим, что в рамках нашей задачи для простоты можно считать 

ограниченное множество Е замкнутым (т.е. компактом). Пусть 4, 
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и Е ВП, 0 < < 1, тогда 

(из +(1-Х)и2) = тах |и’- Лиё — (1 — Ли || < 
иЕЕ 

< Л мах |и- м | + (1-Х) max |и- № | = 
иЕЕ uGE 

= AD(uh) + (1 — A)D(ud), 

что доказывает выпуклость функции О(ио). Докажем теперь единствен- 
ность центра множества Е. Допустим, он неединствен, те. существуют 

два центра и№ 3 и2, 

= 2) = D(u,) = Dus) = min D(uo). 
ug в" 

Нетрудно видеть, что тогда в силу выпуклости функции ДР`для всех 
О<л< 1 будем иметь О(Ли+ + (1 — A)u2) = D(u!). Ho nocnegnee-Hepa- 
венство может превратиться в равенство, только если и! =и? , — противоре- 
чие, единственность центра ограниченного множества доказана. 

Из неравенства Юнга [20, с.92] следует, что если се — центр множест- 
ва Ё` с диаметром 4, то 

п 
lu — cell < dY ——— иЕЕ. 9 

2(n + 1) 

При фиксированном 4 это неравенство достигается на множестве, совпа- 
дающем с правильным тетраэдром с длиной ребра 4. Правая часть неравен- 

ства есть радиус сферы в В”, описанной вокруг этого тетраэдра. Замеча- 

тельно, что радиус сферы при п со стремится к а [ У 2. 

По аналогии с центром ограниченного множества введем определение 

оси заостренного конуса К С К”. Для заданного Ко Е В", Ко +0 положим 

C(ko) = inf cos(k. ko). 
KEK 

Осью конуса К называем луч ЛК,, ЛХ >0, где К, 70 доставляет максимум 
функции С (Ко). Существование и единственность оси для данного заост- 
ренного конуса следует из существования и единственности центра ограни- 
ченного множества, если заметить, что 

соз (Ё, Ко) =1 — ИК - № |?/2, ИКИ = ИКИ = 1. (2.10) 

Из этой формулы, в частности, следует, что в качестве направляющей оси 
конуса К можно взять центр множества 

Е ={иЕе В": и =К/|К|, КЕК}. 

За описанный конус тогда берем круговой конус с осью Ak, = AcE uM 
косинусом угла раствора С (К,). 
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Как и ранее, используя неравенство Юнга, можно построить оценку снизу 
для косинуса угла раствора описанного кругового конуса на основе оценки 
снизу для косинуса угла между любыми векторами из этого конуса. 
Итак, допустим 

cos (k;, k2) > 1, К, К ЕК. 

Тогда существует такой вектор К, 0 (ЛЕ, — ось конуса) ‚, что 

1+(п- 1)т 
COS (К. К.) 2 | 

n 

1/2 
, KEK, (2.11) 

при условии, что т > —1/ (п -— 1). 

В частности, для конуса К С В", у которого (и, и) > 0 для любых 
и, и Е К, существует такой вектор К. , что для всех и Е К имеем 

1. 
  cos (u, k,) > (2.12) 

n 

Пусть К — заостренный конус, К; — круговой конус, который описы- 

вает К; допустим, его ось есть А2, косинус половины угла раствора 

cos ys. Пусть К” — положительно сопряженный конус к конусу К. 

Тогда можно показать, что ось кругового конуса, описанного вокруг К”, 

совпадает с осью конуса К;, аего косинус равен \/ 1 — cos? ys, как коси- 
нус дополнительного угла. Это замечание может быть полезно при построе- 
нии описанного конуса, когда исходный конус задается системой линейных 
неравенств (2.7). Ранее было показано, что ребра положительно сопряжен- 
ного конуса к конусу (2.7) есть сами векторы ограничений aj, ..., ак. 
Поэтому нет нужды находить ребра конуса (2.7), проще работать с а1, 
а2,... ,ак как с ребрами положительно сопряженного конуса. 

Теперь рассмотрим некоторые наиболее важные примеры. Самая простая 
задача из этого класса сводится к следующему. В евклидовом пространст- 

ве А” имеется п + 1 точка ао, а1,...,@п, (а; 7 а,, 7.7). Необходимо по- 

строить шар минимального радиуса, который бы содержал эти точки. 
При этом будем считать, что если множество А = {40, ..., ап} лежит в ли- 

нейном многообразии Мк размерности К, то соответствующий шар строим 
в Мк. Таким образом, не теряя общности можно считать, что размерность 

множества 4 — и при любом и есть п (в этом случае говорят, что векто- 
ры 40, ..., @и находятся в общем положении). Далее можно ноказать, что 
описанная сфера в нашем случае проходит через все точки множества Д. 
Последнее можно записать как 

lu — ao Il? = |и фа |2 =... = Ди — ав |? 

ИЛИ 

Ии—а, |? — Ци — @о Р =На, ||? — Нао |? — 2(а: —@°,и)=0, 
ооооооофооофо оф о оо оо оо ооо офооооофоофоо оо оо оо ооо оо ооо ооо ооо офо 

Нм — ай [|2 — Пи — ао |? = аи ||? — 1 ао |2 — 2(ап - ао, и) =0, 
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где и — центр сферы. Обозначим через Б вектор-столбец, 1-я координата ко- 

торого есть ВБ; = (а; ||? — | ао ||) /2, а через Р матрицу порядка и Хи, 
{-я вектор-строка которой есть (а; — ао)". Тогда последнюю систему ра- 
венств можно записать в матричном виде: 

Pu = b (2.13) 

— система линейных уравнений относительно неизвестного центра и иско- 
мой описанной сферы. Далее замечаем, что поскольку векторы 40, ..., ап 
находятся в общем положении, то гапКР = п, поэтому система (2.13) разре- 

шима и имеет единственное решение и = Р-1Б — центр искомой сферы. 
Перейдем теперь к другой похожей задаче: имеется многогранный ко- 

нус в К” с.ребрами ат, ..., ап. Требуется вокруг него описать круговой 
конус и, в частности, найти его косинус угла раствора. Не теряя общности 

можно считать векторы а; нормированными, т.е. || а; || = 1, i=1,..., n. 
Далее считаем, что исходный конус К невырожден, т.е. векторы { 4;} ли- 

нейно независимы. Нетрудно показать, что описанный круговой конус 
в качестве своих ребер имеет, в частности, векторы {а;} , чем он и задается. 
Как и в предыдущей задаче, определим систему линейных уравнений, 
которая в настоящей задаче имеет вид 

(a.'— ay, и) = 0, eee y (a, — 4, и) = 0, 

— система из п — 1 линейных уравнений с п неизвестными (заметим, что 
векторы а2 — 41, ..., @п -- а: линейно независимы) . Эта система в качестве 

решения имеет линейное подпространство Лио, где ио — какое-либо реше- 

ние этой системы (можно считать (мо, а.) >0, —< < Л < ®). Характер- 
ной особенностью этого луча является то, что он составляет одинаковый 

угол со всеми векторами 41, ..., аи, поскольку при ^ >0 

^ (@;,Uo) (а, шо) . 
cos (a;, Aug) = cos (a; ug) = ———- = ———__,, i 2 2. 

|| мо || | мо || 

Таким образом, за ось кругового конуса берем луч Лио, Л > 0; KOCHHYC 

половины угла раствора этого конуса равен (41 , мо) /Il Uo ||. 

Найдем описанный круговой конус вокруг конуса, задаваемого систе- 
мой неравенств (2.8). Как ранее было отмечено, ось описанного конуса 
‘совпадает с осью кругового конуса, описанного вокруг положительно со- 

пряженного к (2.8). Ребрами К” после их нормировки будут: 

(ened) 42 —а: = 1+ > —~—— ,90,..., 0}, 

V2 V2: 
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Нетрудно проверить, что вектором ио, удовлетворяющим системе 
(a; — a4, шо) =0, #22, будет вектор 

ио = (1, М 2+1, 2\/2+1,..., (п- 2+1) (2.14) 

с нормой 

И |" +V2(n- ри 
т" yy 

Таким образом, осью кругового описанного конуса вокруг (2.8) будет 
вектор (2.14). Косинус половины угла раствора этого конуса равен 

(n—1)J/2+1 
COS Y, = = ~v - . (2.15) 

ЦЕ _ ос" _ О За +) 

Конструкция ”конус” позволяет строить частичный порядок в много- 
мерных пространствах [23]. Существенно, что такой способ введения 
порядка в определенном смысле включает в себя все многообразие спосо- 
бов частичного упорядочивания пространства. 

Итак, пусть В — банахово пространство с частичным порядком <. 

Таким образом, для некоторых а, Б.Е В имеем а < Db. Естественно рас- 

смотреть порядок, который обладает важнейшими свойствами естествен- 

ного порядка < на прямой. Порядок на В называем линейным, если поми- 

мо стандартных свойств: 1) а ха, 2) а`< Бир < с влечет а < с, 

3) а < Ь, Ь<а влечет а = Ь, он обладает двумя другими свойствами: 

4) а < Бис< 4 влекут а+с < Б+а, 5) а < Би^? 0 влекут 

Ла < ЛЬ. Порядок называем непрерывным, если для последовательностей 

ап, bn, n= 1, 2, ..., TAKMX, ITO Gp X Dyn UM ayn >а, Ви >Ь, имеем а < Ё. 

Линейный непрерывный частичный порядок в банаховом пространстве 
наследует наиболее важные свойства естественного порядка на прямой. 

С помощью конуса нетрудно дать определение монотонной последова- 

тельности x, Е А”, и =1,2, ... [49] !). Итак, пусть К — заостренный 
выпуклый замкнутый конус в А”; говорим, что последовательность 

х!, Хо, ... возрастает по конусу К ‚если хи+1 — хпЕ К, что обозначаем как 

Xn SXn+1 (mod K) ana n =1, 2, ... Аналогично вводится понятие убываю- 
щей последовательности по конусу К. Возрастающую или убывающую 
последовательность по конусу К называем монотонной по этому конусу. 

Введем еще одно определение. Последовательность х!, х2, ... Е Е" на- 
‘зываем монотонной, если существует заостренный выпуклый замкнутый 
конус, по которому эта Последовательность является возрастающей. 
Можно предложить следующий простой признак монотонности последова- 

тельности в евклидовом многомерном пространстве: последовательность 

{х„} является монотонной тогда и только тогда, когда существуют р Е В" 

  

  

  

') Для простоты ограничимся конечномерным евклидовым пространством. 
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(направление последовательности) и бЕ К' такие, что 

(Xn+1 —Xn,v) 

|| хи+1 — Хи || 
в случае хи =хи+1 отношение в левой части полагаем равным ||р ||. 

Доказательство несложно. Допустим, {х„} — монотонная последова- 

тельность, Т.е. хи+1 — ХЕ А, п=1, 2, ..., где К — заостренный выпуклый 

замкнутый конус в Е”. В силу его заостренности и замкнутости в А” 

существует вектор р такой, что (р, х)/|]х|] > 6 > 0 для всех хЕ К. 

Это же имеет место и для вектора (хи+1 — хи) [|| Хи+1 — Xn Il, 7-e. (2.16) 
выполнено для всех п = 1, 2, ... Обратно, пусть (2.16) имеет место. 
Рассмотрим множество 

  26 > 0, n=1,2,...; (2.16) 

  

(z, v) 
K={2 eR": >a}, 5 > 0; 

liz Il 
легко проверить, что это множество является круговым заостренным 

замкнутым выпуклым конусом. По определению хи+1 — хил Е К, значит, 
последовательность {х„} монотонна. 

Последовательность называем прямонаправленной, если она монотонна 

по прямому конусу К, тее. если этот конус порожден т ортогональными 
векторами 61, ед, ..., ет. В частном случае, когда е; совпадают с вектор- 

осями А”, монотонность векторной последовательности означает покоор- 

динатную монотонность. 
Прямонаправленные последовательности обладают свойством возраста- 

ния По норме. А именно, для таких последовательностей при любых 

К < 5 < Е имеет место неравенство || х; — хк || <|]х; — Xx ||. Для доказа- 
тельства соединим точки хх, х;, х; отрезками прямых. Докажем, что 

угол, образованный отрезками [хк,х;| и [хе, х; | , не является острым. 
Для этого заметим, что (х; — хк, х, -х,) > 0, поскольку х; — хк Е К, 

х; — х; Е К, причем К — прямой конус. Отсюда следует, что угол между 

векторами хх — х; их, — х; не является острым, значит, || х; — хк|] > 

2 ||х; — хк |], поскольку сторона в треугольнике, лежащая против неостро- 

го угла, превосходит другие. 
Основное свойство монотонных последовательностей в многомерных 

пространствах является обобщением известной теоремы на прямой: 
монотонная ограниченная (по норме) последовательность Хх! , хо, ... сходит- 

ся по норме, т.е. имеет единственный предел. Доказательство этого фунда- 
ментального факта несложно. В силу ограниченности последовательность 
{х„} имеет хотя бы одну предельную точку. Надо лишь доказать, что она 
единственна. Допустим, их более одной, скажем, есть две предельных точ- 

ки x, mM x2. Пусть хм (и) > х} при п -> , где N(n) — целочисленная 
возрастающая функция на множестве натуральных чисел; аналогично 

ХК (п) > х* . Для последовательности М№(п) построим возрастающую после- 

довательность А (п) такую, что К(п) > М(п), причем К (п) Е { М(п), 
п=1, 2, ...}. Тогда по-прежнему хр (п) -х2 ‚ причем хк (п) — Хм(п) ЕК, 
п=1,2,..., Поскольку В(п) > М№М(п). В силу замкнутости К, перехо- 
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дя к пределу, получаем х?2 — х! Е К. Аналогично доказываем, что 

‚Хх: — Х2 Е К, откуда в силу заостренности К следует х! =х2 ‚ что и требо- 
валось показать. 

Воспользовавшись условием монотонности последовательности в ви- 
де (2.16), можно утверждать, что если последовательность { хи} ограниче- 

Ha, причем существуют такие р Е А", 6Е ЖВ!, для которых (2.16) имеет 
место, то эта последовательность сходится. 

С помощью частичного порядка нетрудно дать определение монотонного 

отображения [10, 29]. Итак, пусть /: К” >В” — отображение. Говорим, 
что оно является возрастающим по конусу К, где К — заостренный замкну- 

тый выпуклый конус, если х <у (тод К) Bneuet f(x) < f(y) (mod K). 

Рассмотрим один важный пример возрастающего линейного отображе- 

ния. Итак, пусть /(х) = Ах, где А — матрица т Х т. В качестве К возьмем 

положительный ортант А" = {хе К": х, > 0}. Таким образом, если 

с помощью этого конуса установить частичный порядок, то х<у (то4 Е”), 

если Хх; <у:, 1. =1,..., т. Легко видеть, что если Ау; 2 0 (в этом случае 

говорят, что матрица А неотрицательна [36] ), то отображение Ах является 

возрастающим по А}. 
Возрастающие отображения широко используются в решении оператор- 

ных уравнений [10]. Действительно, допустим, необходимо решить некото- 

рую систему нелинейных уравнений Р(х) = 0, хЕ К”, Р: К" >В". 
Допустим, это уравнение приводимо к виду 

x = f(x), 
roe f — возрастающее непрерывное отображение по некоторому заострен- 
ному замкнутому выпуклому конусу К. Пусть хо — начальное приближе- 

ние; положим х! = Г(хо), х2 = Г(х!) и т.д. Тогда если х, < хо (тод К) 

или № <! (тодК) и последовательность {хп } ограничена, то она сходит- 
ся к корню уравнения Р (х) = 0, который является неподвижной точкой 

отображения Г(х). Действительно, если хо — х, Е К, то Л(хо) — Л(х,) = 
=X, — № Е К, т.е. х. <ж, х <х, (тод К) ит.д. Таким образом, можно 

считать, что Хи < хи+1 (то К). В силу ограниченности последовательности 
{х„} она сходится. Переходя к пределу при П -> со в равенстве хи+1 =Л(хи), 

получаем, что соответствующий предел х, удовлетворяет уравнению 

х. = Л(х.), те. является неподвижной точкой отображения f(x). AHao- 
гично доказывается сходимость в случае хо <х, (тод К). 

Способы решения систем нелинейных уравнений на основе сведения 
к возрастающим отображениям могут быть применены и в задаче миними- 
зации суммы квадратов (см. гл.7). 

$ 3. Квазилинейные модели регрессии 

Простейшим видом нелинейных статистических моделей являются квази- 
линейные модели регрессии. Они с точностью до монотонного преобразова- 
ния совпадают с линейными. Итак, пусть 8 — непрерывная, достаточное 
число раз дифференцируемая функция действительного переменного, 

8'(5) =0, 5 Е В!.Не теряя общности, будем считать # строго возрастаю- 
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щей. Квазилинейной регрессией называется регрессия с функцией 

Л(а) = 8((а, х1)), =1,...,П, (3.1) 

где х Е Е” (априорное множество параметров совпадает со всем простран- 

ством), х; Е В” — векторы наблюдений независимых переменных (детер- 
минированные величины), (©, х;) — скалярное произведение. 

Определение. Модель регрессии y; = f;(a) +e, { =1, ..., п, называем 

идентифицируемой, если 1; (и) = Л; (и), #=1,..., п, влечет и! = @2. 
Легко показать, что для идентифицируемости квазилинейной регрессии 

достаточно, чтобы матрица Х порядка п Х т, составленная из векторов 
х!, №, ..., Хи, имела ранг т. Это означает, что среди п векторов Xj, ..., Xp 
можно выбрать т линейно независимых. В дальнейшем это условие будем 
считать выполненным. 

Цель данного параграфа — найти условия, при которых функция 

О(“) = Х [у; - &((@,х))р, «@ ER", 
Е! 

достигает своей нижней грани на А”. 
На практике при рабоге с квазилинейными регрессиями часто путем 

обратного преобразования задачу подгонки сводят к линейной регрессии 

#71 (У) = (a, xj) + &, =1,..., ПМ, (3.2) 

после чего параметры а оцениваются линейным методом наименьших квад- 
ратов. Использование обратного преобразования, очевидно, требует, чтобы 
наблюдения у; принадлежали области изменения функции &. Следует пом- 
нить, что формально подобное сведение возможно лишь в случае, если 
исходная статистическая модель имеет вид 

yi = &((@, x) + &), =1,..., п. 

Если же в исходной модели отклонения аддитивны, т.е. У; =& ((, х,)) +Е!, 
а именно такие модели мы рассматриваем, редукция (3.2) становится 
неправомерной [15]. Применение метода наименьших квадратов к ли- 
неаризованному уравнению (3.2) предполагает минимизацию квадратичной 

функции 
~ n 

O(a) = ХУ [#"(51) — (a, xP, 
i=1 

которая, естественно, не совпадает с исходной 0О(“). Вместе с тем оценки 

МНК линейной регрессии (3.2) могут служить иногда хорошими начальны- 
ми приближениями для итерационного процесса минимизации О(“). 

В целях устранения смещения, связанного с преобразованием &7!, к урав- 

нению регрессии (3.2) применяют взвешенный МНК [15]. Веса выбирают 
из следующих соображений. При условии, что е; достаточно малы, 

8—1 (Е (а, х!) +е;)) = (а, ж) +е(8"(у)). 
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Поэтому в качестве альтернативного начального приближения можно 
взять оценку МНК линейной регрессии 

и; = (a, w;) + &;, 
где 

= & "(УД "Cal, wi = ХИТ. 
К сожалению, ни первая, НИ вторая оценки не гарантируют суммы квад- 

ратов, меньшей предельного значения Ок. Начальное приближение с таким 
свойством будет предложено нами в конце этого параграфа. 

Вернемся к нашей задаче вычисления нижней грани суммы квадратов 
на бесконечности для квазилинейной регрессии. Здесь принципиальное 
значение имеет наличие у функции # асимптот. Таким образом, рассмотрим 

следующие случаи. 
А. Функция # не ограничена ни сверху, ни снизу, т.е. 8 (5) —>°° при 5$ —>°° 

из (5) > — <> приз —>- °°. 
Б. Функция # ограничена снизу (левосторонняя асимптота) ‚ т.е. $ (5) >> 

при 5 —°° и $ (5) > & при 5 >- ®. 
В. Функция # ограничена сверху (правосторонняя асимптота) ‚ т.е. 8 (5) > 

>в при 5 > и #(5) >-—<® при $5 >— <. 
Г. Функция 8 ограничена (левосторонняя и правосторонняя асимптоты), 

т.е. 2(5)-># при 5 >> и g(s)> g Npu s>—-™, 
Мы изучим первые два случая. Третий практически не отличается от 

второго. Исследование случаев Ви Г можно проводить по схеме исследова- 
ния случая Б. 

Случай А. Покажем, что тогда Ок = + <. Это следует из неравенства 

D(a,x;)? = Datx;xja = a Lxxpa =a™XTXa> | all? Amin(X'X), 

re Amin( *) —минимальное собственное число. Поскольку по предположению 
гапК Х = т, то Хип (Х"Х) > 0. Поэтому для любой последовательности 
параметров ||сах || -> ®° из этого неравенства следует 

1 
т.е. хотя бы для одного # имеем | (Ax, х;) | -> ®. Последнее в свою очередь 
приводит к тому, что #((&х, х:)) > ®° и О(ак) - <. Итак, если функция Е 
не ограничена ни сверху, ни снизу, оценка МНК всегда существует, а мно- 
жество (1.2) компактно для любого начального приближения. 

Случай Б. Теперь следует различать, является ли система векторов 
Xi, ..., Хл разнонаправленной или однонаправленной (см. предыдущий 
параграф). Допустим, что эти векторы строго разнонаправлены. Докажем, 

что в этом случае опять же ОЕ = 00, Пусть | их || > ®°, обозначим направле- 

ние этой последовательности через р*®. Не теряя общности можно считать, 
что @их/| ик || > р* при К -> ®. Из разнонаправленности векторов следует 
существование некоторого ], для которого (у°, х,) > 0. Значит, для всех К, 
начиная с некоторого номера, (& к,х,)/| “к || > 6 > 0. Поэтому. 

(a,x) = Sila, ||] >, kao, 

T.e.8((Qx, X;)) > u O(a,) +, ITO HM TpeGoBamoch MoKa3aTb. 
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Исследуем теперь случай, когда векторы х1,... ‚, Хи строго однонаправ- 
лены. Частный случай с функцией $ =ехр был рассмотрен нами ранее в 
$ 1 (фегрессия-экспонента (1.4)). Для иллюстрации последующего из- 
ложения отсылаем читателя к рис. 2. 

Итак, пусть || a, || > °°. Найдем асимптотические направления. Построим 

oe отрицательно сопряженный к (2.3): 

={aER™: (a,z) < 0, z € Ko} = 

“eam (a,x;) <0, i= 1,...,n}, 

roe Ko = Ko(x;, X2,..., Xn). M3 8 2 следует, что К” +, К` В", 
Ко П К” ={0} — начало координат. Докажем, что асимптотические на- 
правления лежат в конусе К”. Действительно, пусть | ак || - © ир* — 
направление этой последовательности. Рассмотрим случай, когда у* Е К`. 
Это значит, существует ], для которого (р* х;) > 0. Это в свою оче- 
редь ведет к тому, что для любого Ё начиная с некоторого номера 
(ик, х;) Лак] > 65. > 0. Как и в случае разнонаправленных векторов, 

это ведет к тому, что О(&к) > ®. Пусть теперь и* -- внутренняя точка К”. 
Тогда, начиная с некоторого номера, (их, х;) | “к || < -6 < 0 для всех 
1=1,...,м. Поэтому 

8 (ах, х;)) > & при К><®, f= 1,...,0, 

и О(ак) > Х(и-Е). 
Рассмотрим подробнее случай, когда у* — граничная точка конуса К”, 

в частности, совпадает с одним из его ребер. Пусть конус К, порожден- 
ный векторами х!,..., Хи, имеет [Г ребер о ey Ney Поскольку 

ранг системы векторов х!,..., Хх равен т, то [ > т. Для простоты 
будем считать, что остальные векторы не принадлежат граням Ко. Обозна- 
чим [={й,2,...,й}— множество индексов. Будем выбирать из J rpyn- 
пы индексов из (т — 1)-го элемента и строить к соответствующей систе- 
ме векторов ортогональный вектор (для простоты предполагаем, что эти 
векторы линейно независимы). Таким образом, определяем ребра отри- 
пательно сопряженного конуса К” (см. предыдущий параграф). Пусть 
Si,52,...,S;, — Те группы из т — 1 индексов, 5; CJ,i =1,...,1, koTo- 
рые определяют ребра сопряженного конуса К”. 

Допустим теперь, что направление асимптотической последователь- 
HOCTH || a, || > °°, K > °°, совпадает с одним из ребер конуса К”, обозначим 
ero v,. Допустим, что это ребро определяется группой векторов-ребер 
5 1, Г.е. 

(1, х,) =0, 2ES,, 
(y;,x;) <0, i¢€ [1,п] \51, 

roe [1, n] = {1,2,...,п}. Последние неравенства приводят к тому, что 

jim | S(O, *)) = 8, IES. 

(3.3) 

Поэтому 

lim (rela, x))? > EB. Ong) 3.4) 
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Для простоты рассмотрим случай, когда все наблюдения зависимой 
переменной, которые отвечают ребрам конуса К, имеют значения у; > 5, 
ГЕ Г. Докажем тогда, что специальным выбором асимптотической после- 
довательности с направлением ,, можно добиться того, чтобы неравенст- 
во (3.4) обратилось в равенство. Пусть элементы последовательности A, 
лежат на луче, имеющем направление и, и началог Е К”, т.е. ик =Лки, +7, 
Лк { < . Легко показать, что направлением этой последовательности 
будет и! . Далее, 

(ик, х)) = Лк, х1) + (,х) = (,х), 1 E S41. 

Начало луча выберем так, чтобы р ( (7, х;)) =у;, ЕЕ Ъ,. Это всегда можно 
сделать. Действительно, последнюю систему можно переписать как (г, х;) = 
=# 1(у;), так как у, > #. Далее, по условию векторы {х;, [Е 51} ли- 
нейно независимы, поэтому последняя система представляет собой систе- 

му линейных уравнений с т неизвестными и т — 1 уравнениями, которая 
является разрешимой. Такой выбор начала луча приведет к тому, что т — 1 
квадратов в сумме О(«<) занулятся, а неравенство (3.4) превратится в ра- 
венство. Перебирая таким способом все направления р!, и2,..., иг, совпа- 
дающие с ребрами сопряженного конуса К”, найдем минимальное предель- 
ное значение О(х„). Окончательно с учетом сделанных предположений 
можно записать 

— п 

Ор = Х (2-Е) - шах Х (у-#). (3.5) 
i=1 — =1,...,/ jE S; — 

На основе (3.5) можно построить более удобные для практики формулы 
оценки Ок снизу. А именно, пусть наблюдения ранжированы: У(1) < 
<У(2) <... < У(и). Тогда из (3.5) следует, что 

п _-т+1 

Ок > 7, (yay- gy. (3.6) 

Используя найденное значение нижней грани суммы квадратов на беско- 
нечности (3.5), докажем, что если У; > # для всех? =1,...,п, то оценка 
МНК существует. Предлагаемое доказательство можно считать обобще- 
нием доказательства существования оценки МНК для регрессии-экспонен- 

ты (81). 
Не теряя общности можно считать, что минимальное значение (3.5) 

достигается на множестве индексов 5 ,. Таким образом, главной асимптоти- 
ческой кривой будет луч Ли, +, где (ри, х;) =0,Ё[Е5,; (,,х,) < 0, 
iES,; 7, x) =27'(y)), {Е 5, . Рассмотрим разность 

О(^) - Ок. = О(Хри +г) -Ое = 

E [y-8QO.x)+G2?— E.On gF = 
Хх @-&)- (ОФ, м) +) - 8 — Zs (yi-g) = 

t 1 1 

—2 peg lt ) CEOT + 9D —g) + Zs (2+0) -Е», 
Е5, еъ,: 
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ret; =(v1,%1), 9; = (7, x;),7 =1,...,n. Mocneqnee выражение стремит- 
ся к нулю при ̂  - + <, так как т; < 0 для всех Е Е 5, из (5) > при 

$ > — ©. Докажем, что сходимость к нулю имеет место снизу. По условию 

Е является возрастающей функцией; пусть для определенности ту = тах тг, 

125,. Предыдущее выражение преобразуем следующим образом: 

._ А —_ 

ОО) - ОЕ = [g(AT, + 91) - £] ON) ~ 8s = 
—" L g(aAt + 6))— g 
  

[От +01) — g РО), 
где 

g(AT; + 93) — 

g(At, + 6)) — 

хх (0+0) ЕР 
12$, gQt,+6)-28 

Нетрудно показать, что члены последней суммы стремятся к нулю при 
A > +. Действительно, для достаточно больших Х для всех [Е 5, 
AT, +0, > Ат; + 0;, поэтому в силу монотонности & имеем 

[g(A7,; + 8 2 . 
о< + ЕГ < #0 +0)-5-0, ^-++=, 1ЕЗ1. 

g(At, + 8) — & 

Заметим теперь, что каждый член второй суммы в выражении Р(Х) имеет 
более высокий порядок малости по сравнению с соответствующим членом 
первой суммы. Таким образом, для достаточно больших Х разность 

О(^) — ОЕ отрицательна. Это значит, найдется такое Ло, т.е. 40 = Лор: + 
+7, Е К”, что О (40) < ОЕ. А это по теореме 1.1 влечет существование 
оценки МНК, т.е. достижимость О(<) своего инфимума на К”. 

Найдем ` геометрическую интерпретацию существования оценки МНК 
в квазилинёйной регрессии. Она будет нами неоднократно использовать- 
ся в дальнейшем при нахождении начальных приближений, дающих сумму 

квадратов, меньшую Ок. Как и прежде, будем считать, что минимальное 
значение (3.5) достигается на первой грани, которая порождается вектора- 

МИ Хр, Хр,,..., Хы _1. Тогда р, — главное асимптотическое направление, 

а Лр, +г, — главный асимптотический луч. Напомним, что начало луча 7! 

было выбрано так, чтобы (1, X;) = "(у;), ЕЕ 51. Как только что до- 
казано, существует такое Хо >> 0, что О(Хор! +7,) < ОЕ. Геометрически 
это может быть истолковано следующим образом. Рассмотрим п точек 
(ь8 (У), =1,... ‚м, в пространстве Е” *!. Отберем первые т - 1 
из них и проведем через них гиперплоскость так, чтобы все остальные 
точки оказались ”выше” Формально это означает нахождение такого 

ВЕК", что (В, х;) =Е (Уз), i ES, ={i;,...,im—1} 4 (Bx) <e"( 1), 
ГЕ $5,. Докажем, что такая гиперплоскость (т.е. В Е В”) существует. 
Будем искать В в классе В =Лр, + ту, где и1, г, определены выше. Усло- 
вие ”прохождения” соответствующей гиперплоскости через первые т — 1 

  РО) = —2 2 (yi- 8) + 
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touek 13. R™*! tem cambIM выполнено. Далее, легко видеть, что 

(В, х;) = (р: +71, х;) = А@1,х)+(,>х). 

Но по условию (,,х;) < 0 для всех { Е 51. Поэтому при Х - + << послед- 
нее выражение для всех { Е 5, стремится к — ®°. Поэтому существует 
Ло >0 хр! ГЕ бо . о ‚ для которого (В, х;) < (yj), ‚, что и требовалось до 
казать. 

Таким образом, нами построено начальное приближение ао, которое 

удовлетворяет неравенству О (4) < Ок. Значит, множество (1.2) для 
этого приближения компактно. В следующем параграфе для некоторых 
моделей трендов предложенное приближение будет конкретизировано. 

$ 4. Нелинейные тренды экспоненциального типа 

Одним из центральных моментов статистического анализа нестационарных 
временных рядов является процедура выравнивания (выделения тренда). 
Предполагается, что наблюдения во времени представляют собой сумму 
тренда, известного с точностью до конечного числа параметров, и случай- 
ной составляющей. Таким образом, статистическая модель тренда имеет 
вид нелинейной регрессии 

Ve = fr(Q1,02,..., Om) + ef, (4.1) 
roe t — Bpema (t = 1, 2,...,n),€, — случайные отклонения, которые мож- 
но считать стационарными. Как и прежде, оценкой метода наименьших 
квадратов считаем то значение параметров, которое доставляет сумме 

квадратов отклонений минимум. 
Разнообразие видов нелинейных трендов, встречающихся в практике, 

достаточно велико. К сожалению, их широкому использованию мешают 
трудности вычислительного плана, связанные с задачей минимизации соот- 
ветствующей суммы квадратов. Это порой приводит к тому, что исследо- 
вание ограничивается линейными трендами, что существенно обедняет 
анализ. В этом параграфе мы ограничимся некоторыми нелинейными 
трендами, в которых присутствует экспоненциальный член вида ехр(а!). 
Такие тренды часто встречаются в экономических приложениях. Если не 
оговорено особо, наблюдения у1, У2,..., Уп считаем положительными. 

Alny, 

  

  
Рис. 3. Начальное приближение для простой экспоненты 
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1. Простая экспонента. Этот вид тренда был уже исследован ранее в $ 1; 
функция тренда имеет вид (1.4). Нижняя грань суммы квадратов на бес- 
конечности равна (1.5). Этот вид нелинейной регрессии представляет собой 
частный случай квазилинейной регрессии с # = ехр их, = (1, t)", t = 
=1,...,п. В предыдущем параграфе было доказано, что в условиях по- 
ложительных наблюдений оценка МНК существует, т.е. можно найти та- 

кое приближение 40, что О (45) < Ок. Найдем это приближение. Пусть, 

— п-1 
например, Уп > у!. Тогда Ос = Х у.. Нанесем точки (, шу,), # = 

1 
=1,..., м, на плоскость (рис. 3). Проведем через точку (п, ш у„) прямую 
так, чтобы она прошла еще через другую точку (К, пух), а все остальные 
точки были не ниже. Легко убедиться, что это всегда можно сделать. Итак, 

если Уи 2у!, то! | 

; пу, — Шуя 1. Li: 
42 = max ————, 00: = Шу, - 94021. 

i<t<n t—n 

Тогда по условию 4%, +148, <Шу;‚, причем ao, + mao. = Шу, и 
а`, + Ка\. = пух, К зп. Отсюда следует, что ` 

п od n-1 п-1 _ 
О0(а{) = Х (у, - 181+ 0611} < Х ух у=дь. 

1 =1 t=1 

т К 

Пусть теперь У; > уп. В этом случае проводим прямую так, чтобы она 
прошла через точки (1, In yi) u (k, In y,), a Bce OcTanbHbIe TOUKH (f, In yz) 
были не ниже этой прямой. Очевидно, для этого необходимо положить 

In yy —In У: 1 1 — : — 1 
402 = min ‚ @01 = Шу, - 402. 

1<t<n t—1: 

  

Как и в предыдущем случае, нетрудно показать, что 0(45) < Qe. 
Для экспоненциальной модели (1.4) можно предложить массу других 

способов‘ °’’приближенного оценивания”. Например, следующим приемом 
часто пользуются практики-экономисты. Среднегодовой темп оценивается 
по крайним точкам. Таким образом, 452 = 1/(п — 1)In(yp/y1). 31a npo- 
цедура равносильна проведению прямой в плоскости ({, шу,) через две 
крайние точки (1, пу!) и (п, пу„). Очевидно, в этом случае 

о _ Шу — Шу! „о _ ПШу, — Шул 
02 = » @02 = - . 

n—1 n—1 

    

Простейший способ — положить 492 =0, тогда за ”’оптимальное?” значе- 
ние параметра масштаба необходимо взять 48: = пу, где у = У уе". Оче- 

2 видно, 0 (40) =Х (у, -у)”. 

`)Ниже будут предложены другие начальные приближения, поэтому они сопро- 
вождаются верхним порядковым номером. 
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Наконец, можно использовать идею обратного преобразования. Ло- 
гарифмируя уравнение экспоненциальной регрессии, получаем 

пу; = а +a,tt&,. 

Начальное приближение, которое соответствует оценкам МНК этой линей- 

ной регрессии, обозначим через 409. Аналогично взвешенный МНК приводит 
нас к оцениванию регрессии 

У: Шу: = слу; + ау; + Uy. 
Последний вектор оценок обозначим через 45. 

К сожалению, ни одно из начальных приближений, за исключением 

первого, не гарантирует неравенства О (45) < О.. Понятно, что вторая 
оценка может привести к противоположному неравенству, если наблюде- 
ния образуют ”яму”, так что основная масса наблюдений у1, у2,..., Уп 
лежит намного ниже экспоненты, проходящей через крайние точки у! 
и у„. Третья оценка также может дать значение О (а) > Ок. Например, 
если у, > у., то это будет иметь место, если у„/(/п + 1) >Уу, = 

п-1 

= 2, У, (п — 1). Возможны ситуации, при которых сумма квадратов 

для четвертой и пятой оценок также будет больше ОЕ. 
В целях выяснения качества. предлагаемых оценок с точки зрения 

минимума суммы квадратов был проделан следующий машинный 
эксперимент. Фиксировались ”истинные” значения параметров экспо- 
ненциальной кривой а; и @› и стандартного отклонения 0. Затем гене- 
рировались псевдослучайные нормально распределенные отклонения 
е; М0, 07), на основе которых строились ”наблюдения” у, = 
= ехр (а, + &›Е) + е,. Для каждой такой выборки вычислялись пять на- 
чальных приближений, соответствующие им значения суммы квад- 

ратов и Ок. 
Таким образом, было проделано 100 испытаний. Параметры @!, a2, 

о варьировались в широких пределах. Не будем приводить соответствую- 
щие таблицы, остановимся только на выводах. Если о мало (высокая 
степень адекватности данных модели), то все приближения давали значе- 

ния суммы квадратов меньше Ок. При высоких значениях о (и малых 
значениях а«›) повышается доля наблюдений близких к 0; в подобных 

ситуациях четвертая и пятая оценки не удовлетворяли неравенству 

О (а) < ОЕ. Проведенный статистический эксперимент позволяет сде- 
лать следующий вывод. В подавляющем большинстве случаев оценка 40 
является наилучшей. Однако в экстремальных ситуациях она может не 

удовлетворять неравенству О (40) < ОЕ, поэтому перед началом процес- 
са минимизации необходимо иметь в запасе оценку ao, для которой по 

построению 0(45) < ОЕ. 
В заключение рассмотрим ситуацию с отрицательными наблюдения- 

ми. Итак, пусть в ряду наблюдений у1, у2,..., Уп есть отрицательные. 

Если все наблюдения отрицательны, инфимум суммы квадратов не дости- 
гается. Пусть, например, у„ > у!, Ул > 0. Тогда, как ранее было доказано, 
при дополнительном условии уп_ 1 > 0 оценка МНК регрессии-экспоненты 
(1.4> существует. 
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Рассмотрим этот случай более подробно. Найдем начальное приближение 
ао такое, что О (ао) < О.Е. Как и прежде, это приближение будем искать 

на луче Qy = —An + Iny,, @ = —Х, Х > +®. Как было показано в $ 1. 

00) -ОЕ = упоРЬп- (6), 

Pon- 3(w) = —2, = " yew" г 1+, "У а @- #)-1, 

t=1 

re w =exp(—A) > 0. Donycrum, ук = min ys < 0. Будем искать 0 < w< 1, 

  

которое приводит к О(Х) — ОЕ < 0. Следующее неравенство очевидно: 

62 ' Pow) 
Pon—3(W) < —2Уп-1 -2уУк + —=—, 

1—w 1—w l—w 

roe P2(w) = 62° (27и-1 — 2Ук) + 2 (Уп - 2Ук) — 2Уп-1. Тогда для всех 
0 < < < о, где & -— наибольший корень уравнения Р› (с) = 0, имеем 

О(^) < О... Легко вычислить 

— _ 4 Уп! 
“ 2 1/2 . (у, -—2 ук) +16 Уп-.1(Уп-1-Ук)) tn — 2k 
  

В качестве начального приближения 4°, удовлетворяющего неравенству 

О (45) < ОЕ, можно, например, взять 40 = (-Лоп + Шуи, —Ло), где 
Ло = —Ш (62/2). Другие начальные приближения, не гарантирующие не- 

равенства О (40) < Ок, можно получать отбрасыванием отрицательных 
наблюдений. 

2. Экспоненциальная парабола. Этот вид тренда представляет собой 
очевидное обобщение предыдущего. Функция тренда имеет вид 

1. (1 „м2, аз) = еб: +9114: р=|,... и > 3. (4.2) 
Выделение тренда по простой (линейной) экспоненте предполагает ги- 
потезу о приблизительно постоянном темпе прироста (его оценкой явля- 
ется @›). Если же предположить, что темп прироста непостоянен, а из- 
меняется со временем по линейному закону, придем к зависимости 
(4.2). Тогда темп прироста равен а. + 2аз Е. 

Регрессия (4.2) представляет собой частный случай квазилинейной ре- 
грессии св = ехр и однонаправленными х, = (1, Е, #2)". Вычислим на 
основе предыдущего параграфа значение Ок. Рассмотрим плоскость в 

КЗ, параллельную координатной плоскости (аи, аз), проходящую через 
точку (1, 0,0). В этой плоскости построим параболу (г. {?). Тогда точки 
на этой repo отвечающие ¢ = 1, 2,..., n, GyYT KOHUAMM BeKTOpOB 
х,..., Хл. Конус Ко натянут на эти векторы. Поскольку Парабола 
выпукла по г каждый вектор х; будет ребром конуса. Число граней кону- 
са Ко равно п. Каждая грань порождается парами векторов (хи, X2), 

‚ (хп, хи), (Хи, Ха) и не содержит векторов, кроме ее порождающих. 
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На основе предыдущего параграфа можно утверждать, что для экспонен- 
циальной параболы 

_ n 

ОЕ = 2 ‚УЕ — тах (++ 1). (4.3) 

где формально считаем уи+1 =у1. 
Теперь покажем, как на основе (4.3), используя общую идею из преды- 

дущего параграфа, найти начальное приближение ао, удовлетворяющее не- 

равенству Q(ao) < ОЕ. Пусть 
2 2 — a2 2 

max (Ye + Yay) =a tear 

Нанесем точки (1, шу,) на плоскость. Утверждаем, что для любых двух 
точек (К, пух) и (К +1, Шук.1) существует такая третья точка 
(р, пур), для которой можно подобрать параболу Р(!) =a, +a2t ta3t? 
так, чтобы она прошла через эти три точки, а все остальные лежали не 
ниже. Другими словами, существует такое 4о = (401, 402, 203), | SP Kn, 
что Р(К) = Ш ук, Р(Е+1) = Шук. 1, Р(р) = In yp, P(t) Sin yy, 1 St <n 
(рис. 4). Доказательство этого элементарного факта предоставляем чита- 
телю. Тогда, как и в случае простой экспоненты, 

п 

O(ao) = 2 ' (y,— eter tort taost y2 < 

< x у. < x y? = Or. 
ЕК ЕЕК 

ték+1,t#p té#kt+1 

Как и в случае простой экспоненты, для модели (4.2) можно предложить 
массу других начальных приближений. 

3. Модифицированная экспонента. ’’Модификация” заключается в адди- 
тивном сдвиге простой экспоненты на некоторую величину. Таким обра- 
зом, функция модифицированной экспоненты имеет вид 

Fp (O1, 02,03) = a, tage™*®, ¢ = 1,2,...,n = 3, 
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где и, — параметр сдвига. Эта модель тренда в зависимости от знака @2 
используется, как правило, в двух вариантах. Первый соответствует а» > 0: 

Ле (и, 2, аз) = а! + ea Oat; (4.4) 

второй — а < 0: 

fr(, 2,03) = a — е%2 1931. (4.5) 

Оба тренда имеют разную форму в зависимости от знака аз: если аз > 0, 
то тренд (4.4) имеет резко выраженный растущий характер, и при доста- 
точно больших { он мало отличается от простой экспоненты (вклад пара- 
метра сдвига и, ничтожен); если из < 0, то зависимость (4.4) от # имеет 
убывающий характер с асимптотой a@,. Наибольший интерес в рамках 
модели модифицированной экспоненты имеет случай (4.5) са. < 0. Это — 
модель возрастающего ряда с верхней асимптотой (насыщением). В эконо- 
мике эта модель часто используется при моделировании количества потреб- 
ления некоторого товара на душу населения {например, количества мяса, 
пар обуви и т.п.). Модели с насыщением имеют болышое приложение и в 

технико-экономических исследованиях, при прогнозировании [51]. 
Начнем исследование существования оценки МНК с функции (44). 

Найдем сначала для нее нижнюю грань суммы квадратов на бесконечно- 
сти. Пусть | а ||? = @2 + @2 + а2 > оо (индекс К для простоты опускаем). 
При этом может быть три возможности: 

1) a, > +°, сумма а? + а3 ограничена; 

2) a +40, af +a} > 0; 
3) mapamMetp a, orpanuyeH, a? +a} > ©, 

Исследуем каждый из случаев в отдельности. Легко видеть, что в пер- 
вом случае при | м, | —> °° O(a) > <, так как Х,(<) -> ®. Во втором случае, 
ecw a, —> +°, то [,(а) = м, + ехр(а. + аз!) > а, > +5 и O(a) > +=. 
Пусть теперь @! - — ®° и @2 + а2 -> ®. Для того чтобы предел О(@а) не был 
равен бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы f,(@) было ограни- 
ченным для любого { =1,...,пм. Для этого в свою очередь необходимо, 
чтобы асимптотические направления в плоскости (2, @з) с каждым век- 
тором (1, Г) составляли острый угол. Нетрудно догадаться, что направ- 
ление будет асимптотическим, только если на соответствующем луче 
a3; = 0. Torna a, >, a, > — °°, причем их можно выбрать так, чтобы сум- 

Ma @, + ехр(а›) была равна любому наперед заданному числу. Для того 
чтобы предельное значение суммы квадратов было минимальным, за это 
число нужно взять у = а, + ехр(а›), где у = Ху,/п. Тогда предельное 
значение суммы квадратов равно (4.6) (см. ниже). 

Наконец, рассмотрим третий случай. Как и при исследовании простой 
экспоненты, построим конус К, натянутый на векторы (1, Г). Ребрами 
сопряженного конуса К” будут хи = (-—п, 1) и (1, — 1) =х1. Если направ- 
ление луча является внутренним для К”, то ехр(&› + a3t) > 0 для всех 
1=1,... ‚п. Поэтому оптимальным значением параметра сдвига являет- 

ся @&, = У. Минимальное предельное значение О(&) тогда равно 

0, - 2 (x -yy. (4.6) 
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Исследуем теперь ситуацию, когда направление луча совпадает с одним 
из ребер сопряженного конуса. Начнем с х!. Тогда вдоль такого луч: 
exp(a, + a3t) > 0 для всех  =2,... ‚п. Выберем оптимальное начале 
луча $ = (51, $2). Очевидно, его нужно взять таким, чтобы минимизиро. 
вать квадратичную форму - 

п 

(yi —By + Х (>, — а, )*, (4.7) 

roe B =a, + exp(s, + 52) > а. Безусловный минимум (4.7) достигается 
A A n _ 

при выборе В =у,, а, = У, =Ху,/ (п — 1). Если у, > Уп, то минимум квад- 
2 

ратичной формы (4.7) при ограничении В > @а, совпадает с безусловным 
минимумом и равен 

Оз = > (у, - Уи». 

— A A — 
Если же у: < уп, то инфимум (4.7) достигается при В =а, = у. Соответ- 
ствующее значение при этом равно (4.6). 

Аналогичные рассуждения имеют место, когда направление луча совпада- 
п-1 

етсх*: при у, >У,! = Х у,/(п — 1) минимальным пределом О(а) явля: 
1 

ется 

n—1 
A. = = \2 
О. = 2 (у: -У,), 

в противном случае получаем сумму (4.6) И 
Резюмируя результаты с учетом того, что О; <О› иО, <О.з, формулу 

для нижней грани суммы квадратов модифицированной экспоненты (4.4) 
можно записать в виде 

0;, если У! < ул, Уп < yi; 

_ О., если < Vn» > Vr, 
Or =\— ” Yn 7" 7 (4.8) 

Оз, если у; > Ул, Уп < 9, 

min (Q2, Оз), если У! > Уп, Уп > Vi. 

На основе формулы (4.8) можно предлагать различные достаточные 
условия существования оценки МНК. Охарактеризуем каждый случай фор- 

мулы вычисления Ор (4.8) с точки зрения формы расположения наблюде- 
ний У!, у2,..., Ул (рис. 5). В первом случае наблюдения имеют выпуклую 
вверх форму; концы у! и у„ опущены (рис. 5, а). Во втором случае левый 
конец у, опущен, а правый ум загнут (рис. 5, 6`. В третьем случае, наобо- 
рот, левый конец приподнят, а правый опущен (рис. 5, в). Наконец, в 
последнем случае форма наблюдений имеет вид чаши: оба конца приподня- 
ты (рис.5,г). 

С точки зрения целесообразности подгонки по модели (4.4) наиболее 
естествен второй и третий случаи расположения наблюдений. Во втором 
случае следует ожидать @з >> 0, в третьем — аз < 0. Остановим свое внима- 
ние сначала на втором случае. Итак, пусть уп > Ут, У! < Уп. Докажем, что 
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Рис. 5. Разные формы расположения наблюдений в модифицированной экспоненте 

если вдобавок Yn, > yy, то оценка МНК в модели (4.4) существует, 
Вспомним условие существования оценки МНК в экспоненте (1.4) с воз- 
можно отрицательными наблюдениями. Положим 401 = У1, 2; =У, - У!1. 
По условию 2, > 0. Докажем, что в рассматриваемом случае 2„ > 21, т.е. 

п-1 

что у» > у,. Обозначим 5 = LZ у;, тогда неравенства у„ > У, иу! < Уи 
2 

переписываются как (п — 1)у„>у, +5и (п- Ру, <у, +5. Вычитая одно 
неравенство из другого, получаем требуемое. Как следует из § 1, для 
модели (1.4), если 2„_: > 0, существует такая пара (402, 4оз), что 

О(во) = > (2, — е102* 0 з1 )? _ 

1 

И 

>
>
 
М
з
 п- п-1 

(у: —@10 — еб0** 4037)? < 2 2 = Х (у:-7,)? = ОЕ. 
1 

Это означает, что начальное приближение ао приводит к значению суммы 
квадратов, меныпему предельного, т.е. оценка МНК существует, а мно- 
жество (1.2) компактно. Конкретно, пара (402, 4оз) находится тем же 
методом, что в случае простой экспоненциальной модели с отрицатель- 
ными наблюдениями {2,}. | 
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Аналогично в третьем случае, если к условиям у: > Уп, Уп <У! д0- 
бавляется у› > Уп, оценка МНК в модифицированной экспоненте (4.4) 
существует. 

Обратимся теперь к функции (4.5). Предоставляем читателю проверить, 
что для этого тренда 

О1, если у: > Ул, Yn 
= _ 0>; если У! < Уп, 

Ок = 

1, 

< 3 V
 WV

 

|
!
 

SI
 

i> 

— 4.9 
Q3, CCIM yi > Yn, Yn < Ji, (4.9) 

min(Q2,Q3), ecm yy < Yn, Yn < Vi. 
Как и в формуле (4.8), здесь каждому условию вычисления Ох соответ- 
ствует определенная форма расположения наблюдений. Из четырех случаев 
наибольший интерес представляет третий (первый и четвертый неудовлет- 
ворительны по тем же причинам, что и вмодели (4.4) ); при втором варианте 
следует ожидать @з > 0, т.е. {; > — <®° при Г - ®э. Можно показать, что если 
к условиям у, < ухи, У! > Уп вдобавок имеет место уи—1< ух, то оценка 
МНК существует. Начальное приближение @о, удовлетворяющее неравенст- 

ву О (40) < ОЕ, находится аналогично предыдущему случаю. 
Существует многообразие других ”приближенных” методов оценивания 

параметров модифицированной экспоненты (см., например, [51]). К со- 
жалению, ни одно из них не гарантирует того, что соответствующая сумма 
квадратов будет меныше нижней грани на бесконечности. Мы не будем 
останавливаться на них подробно. Отметим лишь, что начальные приближе- 
ния для функции (4.4), например, в случае аз > 0 можно находить сле- 
дующим образом. Зададим несколько значений &, < тш у,. Оценим для 

t 
каждого значения , параметры линейной регрессии т(у, — а!) = a, + 
+ изЁ + &,. Окончательно в качестве оптимального” начального приближе- 
ния выберем ту тройку параметров, которая приводит к наименышей 
сумме квадратов. Можно ограничиться одним значением а! , ‘тогда за сле- 

дующее, подправленное значение можно взять Х (у, — ехр (@ + а2Е)) п, 
где &. и Qs — оценки МНК линейной регрессии ш(у; —a,) =a, tagt + &,. 
Аналогично можно найти начальные приближения в случае модели (4.5). 
Практически при расчетах параметров модифицированной экспоненты ме- 
тодом наименьших квадратов хорошо иметь достаточно полный запас на- 
чальных приближений. Среди них необходимо выбрать то, которое при- 
водит к наименьшему значению О (40). 

4. Логистическая кривая. При подгонке данных, имеющих асимптоту, 
помимо модифицированной экспоненты, иногда используют так называе- 
мую логистическую кривую (или кривую Перла). Ее функция имеет вид 

Qs 
(и, а, аз) = , t =1,2,...,n 2 3. (4.10) 

1 +exp (a, —a3f) 
  

Наибольший интерес представляет случай аз > 0. Для положительных 
наблюдений также естественно считать a; > 0. Очевидно, при t > 
f(01, м2, аз) > а, — уровень насыщения (рис. 6). Так же как и моди- 
фицированная экспонента, логистическая кривая содержит три неиз- 
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Рис. 6. Логистическая кривая 

вестных параметра. Однако последняя имеет более гибкую форму. Для 
{ <{в логистическая кривая выпукла вниз, для # >.Ёв — выпукла вверх, 
те. {в — точка перегиба: 421, (1в)[41? = 0. Легко найти {в = а. [из . Ло- 
гистическая кривая отражает три фазы развития. Первая фаза — фаза под- 
готовки, формирование базы (медленный рост): Е < д. Вторая фаза — 
фаза интенсивного роста: #4 < Е < Ес. Наконец, третья фаза — фаза на- 

сыщения (медленный рост): Е > Ес. Формально точки Ё д и Ёс определим 
как те, которые обращают 421, [4:? соответственно в максимум и минимум. 
Таким образом по определению 431, (#4) [4 ? = аз У, (#с)[а:? =0.Не утом- 
ляя читателя выкладками, сразу приведем окончательный результат: 

a2 —In[7(5+3V2)} _ a — 0,280 
Оз a3 

  

A 

a, +In[7(5 —3V2)] и + 2,224 

Оз Q3 

  

to 

Найдем для функции (4.10) нижнюю грань суммы квадратов на бес- 
конечности (у! >20, у. >0,...,у„ >0). Как и для модифицированной 
экспоненты, рассмотрим следующие три возможности: 

1) м: - <, сумма а2 + а2 ограничена; 

2) a, 7 ©, @2 +92 - ®; 

3) параметр а, ограничен, а? +42 - ®. 

`Очевидно, в первом случае О(&) -> ®°. Во втарэм случае, если @: -> — ©, 
п 

10 f; <0 u lim O(@,) > Z y?%. Ecnu a, > +e, To 
1 

1 
F (G1, M2, 3) = 1 м ехр (па, —а. +0г). 

— +exp (a, —Ina, —a3f) 
1 
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Поэтому наименьшим предельным значением суммы квадратов в этом 
случае будет 

_ n 

@, = $ у, — шах (1 ум). (4.11) 

Наиболее интересен последний, третий случай. Рассуждения здесь похожи 
на -те,, что были приведены для модифицированной экспоненты. Если 
асимптотические направления в плоскости (а, из) являются внутренни- 
ми для К, то предельным значением суммы квадратов является 

0. = > (У). (4.12) 

При совпадении асимптотического направления (&›, из) с ребром (1, —1) 
минимальный предел О равен 

ег фу о-в (4.13) 

п 

Если у, > у, =ХУ у,/ (п — 1), то (4.13) равно (4.12); если имеет место 
2 

обратное, то (4.13) равно 

_ n 

О. = $ 0:7). (4.14) 

Аналогичные рассуждения проводятся и тогда, когда асимптотическое 
направление (&›; из) совпадает с ребром (—п, 1). Обозначим 

п-1 

Оз = > Or —¥;)’, 

п-1 

где у: = > Уп -— П,и 

Оз, если у: 2Ул, У" 2У1, 
Оз, если у; 2у, Уи< 1, 
О, если У: <Уп, Уп 2Уг, 

п (Оз, О4), если у, <Ун, у <у.. 

О = 

Тогда нижняя грань суммы квадратов логистической кривой (4.10) равна 

О = ша (Оз, 0). (4.15 
Так же как и для модифицированной эксйоненты, на основе формулы 
(4.15) можно строить различные достаточные критерии существования 
оценки МНК. Используя начальное приближение для экспоненциальной 
модели (1.4) с отрицательными наблюдениями, предложенное в $ 1, для 
логистической кривой можно найти такое начальное приближение do 
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что О (40) < ОЕ. Было предложено болышое количество приближенных 
методов оценивания параметров логистической кривой. С некоторыми из 
них можно ознакомиться по книге [51]. Однако, по-видимому, ни один 
из этих методов не дает начального приближения, которое удовлетворяет 

желаемому неравенству О (4) < ОЕ. Мы предлагаем в качестве простой 
процедуры приближенного оценивания Параметров задавать сетку пара- 
метра и, каждый раз оценивая линейную регрессию [п (а, у; — 1) =а. - 
—a3t + Е... 

$ 5. Производственные функции 

В этом параграфе мы рассмотрим еще один класс нелинейных регрессий, 
на котором проиллюстрируем методы доказательства существования 
оценки МНК и выбор удовлетворительных начальных приближений. Произ- 

водственная функция (ПФ)') — одно из важных понятий математической 
экономики — связывает количество используемых ресурсов Х\,..., Ар 
с выпуском продукции У. Таким образом, по определению ПФ есть функ- 
циональная зависимость У = Р(Х|,..., Ар). Для нас важно, что произ- 
водственные функции часто содержат неизвестные параметры, которые 
необходимо оценить на основе имеющейся статистической информации. 
Таким образом, задача верификации ПФ сводится к задаче оценивания 
нелинейной регрессии. Как и прежде, оценку будем производить по ме- 
тоду наименьших квадратов. Мы ограничиваемся случаем р = 2. В качестве 
факторов производства рассматриваются Х, = К — капитал (основные 
фонды), Х› = Ё — труд (занятые или отработанные человеко-часы). По 
условию У>0,К>0, Ё >0. 

1. Производственные функции типа Кобба—Дугласа. Этот класс функ- 
ций является наиболее простым и распространенным. Оценивание ПФ 
гипа Кобба—Дугласа сводится к оцениванию параметров квазилинейных 
регрессий с #= ехр, поэтому для них имеют место все результаты, полу- 

ченные в 8 3. Здесь мы только конкретизируем формулы вычисления Орк. 
Необходимо сделать следующее важное замечание. Вычислительная 

проблема оценивания параметров для этого типа ПФ кардинальным обра- 
зом зависит от того, считаем ли мы отклонения мультипликативными или 
аддитивными. В первом случае операция логарифмирования регрессии 
корректна; она приводит нас к линейной регрессии — вычислительной 
проблемы не возникает. Во втором случае регрессия является существен- 
но нелинейной, так как к линейной не сводится. На практике во избе- 
жании серьезных вычислительных трудностей ПФ Кобба-—Дугласа рас- 
сматривают в логарифмах, неявно предполагая, что отклонения мульти- 
пликативны. Мы, наоборот, считаем, что они аддитивны. 

Простейшим представителем рассматриваемого класса производствен- 
ных функций является ПФ Кобба-—Дугласа 

У = АКА [1 94, (5.1) 

где А > 0 — коэффициент масштаба, а — эластичность по капиталу, 1 — @& — 

') Более подробно с теорией производственных функций читатель может позна- 

комиться по книгам [4. 21, 26]. 
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эластичность по труду; параметры А и а неизвестны и подлежат статисти. 
ческому оцениванию на основеп наблюдений троек .(У7, Ку, [:),#=1,..,п. 

Индекс { может соответствовать как моменту времени (динамическая 
ПФ), так и какому-либо предприятию, отрасли и т.п. (статическая ПФ). 

В экономике отношения именуются следующим образом: У/Ё — произ. 
водительность труда, У/К` — фондоотдача, К/У — фондоемкость, K/L — cou. 
довооруженность. 

Обозначим х; = ш(К;/Ё), тогда предположение об аддитивности ошиб. 
ки приводит нас к нелинейной регрессии 

7; = Цехр(а: +а.х)+е, i= 1,...,n. (5.2) 

Обозначим далее 2; = (1, х;) Е Е?. Эти векторы однонаправлены, так 
как 2;1 =1 > 0 для всех { =1,...,п. Пусть 

х; = mun xj х; = max x;. 

Предположим, что ] и 5$ единственны. Тогда векторы (1, х;) и (1, х;) 
являются ребрами конуса Ко ($ 3). Нетрудно проверить, что присутствие 
в функции регрессии постоянного положительного множителя Ё; не меняет 
системы рассуждений $ 3, а все результаты остаются в силе. Так как по 
условию 7) > 0, то нижняя грань О (&) для ПФ (5.1) равна 

_ n 

Oz = 317 — шах(у], Уз), 

и оценка МНК существует. Хорошим начальным приближением является 
оценка МНК линейной, ’прологарифмированной” регрессии 

Y; K; 
In — = a, +a, In — + &;. 

[ L; 

Однако она может не удовлетворять неравенству О (ао) < Ок. Поэтому 
в запасе необходимо иметь оценку, гарантирующую это неравенство 
(см. $ 3). 

В рассмотренной ПФ эффект от увеличения масштаба производства 
отсутствует, т.е. увеличение ресурсов капитала и труда в некоторое чис- 
ло раз приводит к увеличению выпуска в то же самое число раз. Можно 
отказаться от этой гипотезы. Тогда придем к функции 

У = АК“[В. 

Очевидные переобозначения сведут задачу оценивания параметров этой 

ПФ к квазилинейной регрессии. Так же просто сводятся к квазилинейным 

регрессиям две другие разновидности динамических ПФ 

У; = Ае"' КВ, У, = А! Ка1Ш@. 

Здесь { — момент времени, # =1,..., п; 7 — темп прироста выпуска, ас- 
социируемый с научно-техническим прогрессом. В дальнейшем при рас- 
смотрении динамических производственных функций вместо индекса 

т будем использовать Е. 
Прежде чем переходить к рассмотрению следующего класса производ: 

ственных функций, введем следующий достаточно часто встречающийся 
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тип нелинейных регрессий. Говорим, что в нелинейной регрессии часть 
параметров линейна, если функцию регрессии можно записать в виде 

Ла) = Е(В)У, (5.3) 
где а = (6", уг)", В — вектор собственно нелинейных параметров К Х 1, 
у — вектор линейных параметров p X 1 (m =k + p), f(a) — BeKTOp-pyHK- 
una n X 1, Е (В) — матрица п Х р. Коротко нелинейную регрессию с функ- 
цией (5.3) будем называть регрессией с линейной частью. Как и прежде, 
для простоты будем считать, что априорное множество параметров & сов- 
падает с А”. 

Допустим, имеет место следующее неравенство: 

F™(B)F (6) > 5I[m, ВЕБ", 65>0. (5.4) 

Это неравенство требует, чтобы матрица Ё`(В) была полного ранга не только 
для всех конкретных В Е К", но и для ”’предельных значений” || В|| -> ®®. 
Если условие (5.4) имеет место, то при |7! -<° сумма квадратов О (<) > 
—> о. Это следует из неравенства 

ИЛ (|? = у"ЕТ (8) Е (Ву > 6? >, Пу. 
Пусть || а||? = |181? +1172 - ®. Для того чтобы О (&) не стремилась к 
бесконечности, необходимо, чтобы линейные параметры были ограниче- 

ны. Таким образом, при вычислении нижней грани О на бесконечности 
параметры В и у можно рассматривать изолированно, поэтому 

Or = min 2 (1), (5.5) 

где Ок — нижняя грань О (а) на бесконечности (для регрессии с линейной 

частью (5.3)), Ов(9) — нижняя грань суммы квадратов на бесконечно- 

сти регрессии (5.3) при фиксированных линейных параметрах 7. Напри- 

мер, в случае, когда Ов (у) достигается для матрицы РЁ’, не зависящей от 7, 

Ок = ша Ну- Ру|? = Пу-Е#|? = ут - Е(Р"Е)`1ЕТ)у, (5.6) 
Y 

где 

# = (РТР) 1РТу, 

Обратимость матрицы ЁТР` есть следствие неравенства (5.4). 
Рассмотрим еще один класс регрессий — регрессии с аддитивной линей- 

ной частью 

Ка) = Ру + 98), 

где Р — невырожденная матрица п Х р, ф (68) — вектор-функция п Х 1. Бу- 
дем считать, что ф (В) ограничена: 

1498) | <г ВЕД*. 

Тогда, если ||7|| -> <, то || Л(&) || ><, поэтому формула (5.5) остается 
в силе. В частности, если К =| и 

lim y(8)= 1, lim (6) = ¢2, 
В— + В— — ® 
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TO 

ОЕ = min (Q1, 02), 

где 

О; = ша Пу-д-РИШ = 
Y 

=(y-y)' U-F(F'F)' F")y-), 7=1,2. 

Этот прием с некоторыми модификациями будет использоваться далее 
2. Производственные функции с постоянной эластичностью замен, 

(СЕ$). Это — один из интересных классов нелинейных регрессий с богатых 
экономическим содержанием. Более подробно заинтересованный читател: 
может познакомиться с этими функциями по книгам [4, 21, 26]. Простей 
шим представителем этого класса является производственная функ 
ция вида 

У= А(аК-? + (1—-@) [72 112, (5.7 
где A, а, р — неизвестные параметры, подлежащие оцениванию. Функци; 
(5.7) не сводится к линейной, как в предыдущем случае, поэтому задач 
оценивания ее параметров является существенно нелинейной. Как и ранее 
могут быть рассмотрены две ситуации. В первой отклонения мультипли 
кативны, Во второй аддитивны. Мы будем считать отклонения мультипли 
кативными; это требование для ПФ СЕЗ не является принципиальн 
отличным от случая аддитивных отклонений, как это имело место дл; 
ПФ Кобба — Дугласа. Оно лишь упрощает изложение. Таким образом, п 
условию 

1/p ¢ 
Y,=A(aK; °+(1—@)L;") ‘еф 0<а<1. 

Возьмем логарифм от обеих частей, т.е. сведем регрессию к регрессии ' 

аддитивными отклонениями !): 

. 1 ах 
Fi(a1, 02,03) =a, + — In(a,e ° i+] — Q2), (5.8 

a3 

или f;(a,, аз, аз) = аи + $, (аз ‚ аз), где 

1 ах, , 
(a2 , 43) =— (але >t +1 —a,), (5.8 

a3 . 

in (+) In( = InA = —), x,=In|\—], a, =InA, a, =a, a3=-p. У: L, i L; 1 2 3 p 

Эта регрессия имеет аддитивную линейную часть в виде первого параме! 

раа1. 
Докажем, что для идентифицируемости регрессии с функцией (5.8 

(см. $ 3) необходимо и достаточно, чтобы последовательность Х1, Х2 ,.-.. 7 
принимала не менее трех различных значений. Пусть Г; (1, @2, 03) 

*) По определению полагаем ф;(а., 0) = on $1 (а, аз) = а,х1. Таким образо! 
>0 

частным случаем ПФ СЕ$ является ПФ Кобба - _ * Дугласа (5.1). 
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=fi(¥1, 02.3) mia Bcex i=1,...,m. HoKaxem, ur0 a; =v;, j= 1,2, 3. O603He 
чим 

1 a,x 1 Vax P(x)=— In(me °® +1—a,)——In(ye 9* +1 —p2). 
a3 Из. 

Покажем, что при @з 5/3 уравнение р(х) = соп5+ имеет не более двух реше- 
ний. Имеем 

са etx рзе?’зх 

р’ = _ , 
Хх  age“3* +1—a, рае’зх +1 — и) 
    

Очевидно, знак р’. совпадает со знаком величины 

a, e%3*(p,e"3* + 1 — v2) —v2,e°9* (Q2e%* +1—a2)= 
= а. (1 -р2)е“з* —и›(1 — а )е’з*. 

Поэтому P.. > 0 тогда и только тогда, когда 

v2(1 — a2) 

a2 (1 — 2) 

Не теряя общности можно считать, что из > рз. Тогда на интервале 3 3 
(-— >, хо) функция p(x) будет возрастающей, а на интервале (хо, °°) — 
убывающей, где хо — решение уравнения р'(х) = 0, а это и значит, что урав- 
HeHHe p(x) = const umeeT He более двух решений. Равенство /; (1, @2 , из) = 
= f;(¥1, ¥2, 3) эквивалентно p(x;) =V, — a,. Если в последовательности 
X1,-..,X, CyWecrByeT TpH pa3HbIX 3leMeHTa, TO M3 HOKa3aHHOFO CylepyeT 

Q3 =v 3. Отсюда уже легко получить а; 211, @2 =и2, что и требовалось 
доказать. 

Обратно, если последовательность х!,...,х„ принимает только два 
значения, можно подобрать такие параметры (ay, мо , из) 3 (Ру, 2, из) ‚ ЧТО 

(аи ‚ м2 , из) = 1, (1, из, из), =1,...,м, — утверждение полностью — до- 
казано. 

Таким образом, в дальнейшем при исследовании регрессии (5.8) будем 
предполагать, что последовательность х!,...,х„ принимает не менее трех 
различных значений. Относительно параметров будем предполагать выпол- 
ненным единственное ограничение 0 < а. < 1. Другими словами, априорное 
множество параметров для (5.8) будет 

A= {(01, 02,03) ER?: —o Ka, <0, O< <1, —oo <<a, <oo}, 

Далее неоднократно будем пользоваться следующим очевидным нера- 
венством: 

. ах 
min(0, изх) < п(азе ? 1+1 — а› ) < шах (0, a3x;). (5.9) 

Итак, пусть ах = (ак, @2к, @азк) -> ЭЛ, т.е. либо а2к >0 (к >1), либо 

о к + a3 к >< (нижний индекс К далее опускаем) . Рассмотрим последнюю 

возможность. Здесь имеют место три случая: 

(аз —из)х> Ш 

1) | м1 [ > °°, параметр аз ограничен; 

2) | а! | > °°, | аз | > ©; 

3) параметр а! ограничен, | аз | > ®°._ 
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В первом cilyyae B CWIy HepaBeHcTBa (5.9) f; =a, + y, > ©, mO3ITOMy 
Q(a) -— ®. Во втором случае также О (&) - °°. Это следует, например, при 
Q3 —>°° из неравенства 

1 
min (0, x;) <— In(a,e"? “tt 1 — Q2 ) < max (0, x;). 

a3 

Наибольший интерес представляет третий случай. 
Сначала фиксируем 0 < а, < 1. Пусть @з - + ©, тогда по правилу Лопи- 

таля при х;>0 
азх ах 

, In(a,e" >"? +1 —ay) хе 2 F 
lim = lim 

аз х 
и; >> a3 из > ® (ре 3+1 — @2 

    

(при х; < 0 предел очевидно равен нулю). Аналогично 

In(a,e°?*?+1—a 
lim (2 2) - min(0, x;). 
as > — 0 a3 

  

Обозначим 

и: = у; — тах (0, х;), и: =у, — тт(0,х;), п=у,- м. 

Тогда, если аз > + ®° иа) фиксировано, то наименьшим предельным значе- 
нием суммы квадратов будет 

0, = пи Х (и — 04)? = (5). 
a, 

Если аз >— <©°, то минимальным предельным значением будет 

0, = ша У (и - а, =Х(и- и). 
as 

Если @› = 0, то 

0. = min Х (у - в)? = Х(у,- У), 
3 

аесли &. =1, то 

0. = т 2 (м — а, =Х(:-Г). 
a, 

Интересно отметить, что при @з > — °c ПФ с постоянной эластичностью 
замены вырождается в так называемую производственную функцию 

В. Леонтьева !): 

F(K, L)= тт(АК, АГ) =А min(K, L). 

При аз - +<° получаем другое предельное значение ПФ (5.7), которое 

  

1) В литературе по производственным функциям указывается, что производствен- 
ная функция В.Леонтьева нижевьшисанного вида есть результат предельного перехода 
в ПФ СЕ$З. Иногда бездоказательно утверждается, что из СЕ$-функции предельным 

переходом при а, -> —® можно получить двухпараметрическую ПФ Леонтьева 
Y = min(AK, BL). B konue параграфа приводится строгое доказательство этого 
факта, при этом предельный переход а, -> — < осуществляется одновременно с 
оз —0 или а, -—1 (см. ниже). 
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соответствует ПФ 

Е(К, Г) = тах(АК, АГ) =А тах (К, Г). 

Итак, найдем для функции (5.8) нижнюю грань суммы квадратов на 
границе Л. Найдем минимальные предельные значения О(«) при условии, 
что (и, из) стремится к ”углам” полосы в трехмерном пространстве 
О <, <1, —® < а,, аз < ®. Четыре угла соответствуют следующим че- 
тырем случаям сходимости: 

А) аз > FO, A = 0; 

Б) аз > +5, а, >1; 

В) из > — <, A > 0; 

Г) из > — ©, @ >11. 

Каждому из этих четырех случаев сходимости отвечают три варианта 
относительной скорости сходимости: 
при а› > 0 

а) паз =0 (а1), 6) из =о(та2), в) паз = О(аз); 

при &› > 1 

а’) (1 — а.) =0(аз), б’) аз =о(ш(1 — а2)), B’)In(1 — a) = O(as). 

Случай а) рассмотрим подробно. Итак, пусть вариантом сходимости 
будет а) , т.е. ша› = о(аз). Тогда, если х; < 0, то ша» + азх; > —©, $; > 

Aa, Xe 
—0. Если х; > 0, то паз + азх; > +, поэтому ф; — Ш (ее ° 1) Jas>x)). 

Таким образом, в случае а) предельной ПФ будет 

= а: + тах (0,х;), #=1,..., п, 

а соответствующим минимальным предельным значением О(а) будет 

значение 0. 
Рассмотрим теперь случай б) ‚ т.е. когда из =О(ш а›). Теперь для любого 

х: имеем ша» + азх; > — ®°, поэтому ф, > 0, значит, предельной ПФ в этом 

случае будет /; = а!, а соответствующим предельным значением О (а) 

будет значение Оз. 
В случае А) наиболее интересен последний вариант в). Не теряя общ- 

ности можно считать, что @и2 = ехр(-Ваз), В > 0. Тогда если В <х;:, то 

1 х, —-В)а 
р. — Inet )% =x, 8B. 

a3 

Если В>х,;, в частности, если х;<0, то 
— —pa 

ei Pes 44 _ oP 4, 

откуда yp, — 0. Так, собирая воедино результаты, можно считать, что в этом 

случае в условиях сходимости в) имеем 

Filo, 02,03) > F,(01, B) = a4 + min(x; — B, 0) (5.10) 
— предельная ПФ на границе, где В- — ша» /жз > 0, 1=1,...,п. 

1) Запись 4 —В означает А/В -1. 
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Таблица 5.1. Предельные ПФ и соответствующие суммы квадратов 

  

Случай 

  

  

  

  

  

  

Вариант П „ 1 Минимальное предельное 
и сходимости редельная функция Л значение О (“) 

А) Ina, =0(a,) as + max(0, Xi) Q, 

а; >+o | a, =O(Ina,) Qs О, 

а, >0 | Ina /a, 8, a, +max(x; — 8, 0) Ол= шт Ода, , В) 
B>0 a,,B>0 

B) In(1 — a, )=0(a,) a, +max(0, xp) 0, 
аз + ® | a, =о(Ш(1 - a, )) a, +X; О. 

а. —>1 In(1 —a, )/a,—>8 a, 4 max(x;, —6) ОБ= min ОБ(а, , В) 

  

  

  

  

  

  

B>0 а, , 

в) Ша, =0(а,) a, +min(0, x) 0, 
аз > —® | а, =0(Та,) Oy 0, 

а. —>0 Ina, /o, >В a, +min(x; + 6, 0) Ов= min Ов(, , В) 
B>0 a,,B>0 

Г) In(1 — a, ) =0 (a4) a, + min(0, x) 0, 
а; —> — ® | и. =0(1(1 -а.)) Qa, +X; о. 

a, > 1 In(1 — a, )/a, +8 a, + min(x; — B, 0) Or= min QOr(a,,A) 
a,,B>0   B>0       

Предельное значение суммы квадратов при фиксированных а; и > С 
равно 

Oa (a1, B)= 20 — a— max (x; — 8, 0))’, 

а минимальное предельное значение О (а) в случае А) равно 

Q,= inf Qa(a1, 8). 
B>0 Asis 

Мы не будем расписывать подробно все случаи сходимости, так как они 
получаются аналогичным образом. Приведем поэтому лишь окончательные 
результаты, которые сведены в таблицу 5.1; Оь (аи, В), Ов (в, В) и 
Or(a,, В) — суммы квадратов отклонений наблюдений у, от соответствую- 

щих предельных функций f;. 
Нетрудно заметить, что случаи А), Б) иВ), Г) можно объединить. Дейст- 

вительно, предельные производственные функции в случае А) и Б) можно 
записать как 

(5.11) 

Л(ел, В) = а + max(x;, 8), —°<B<+%, (5.12) 

а в случае В) и Г) 

F(a, B)= a, + min(x;, В), — <<< +. (5.13) 
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Обозначим 

Оль (м1, В) = 20 — @&! — тах (ху, ву , 

Osr (a1, 8)= > (y, — % — min(x;, B)y , 

Оль = inf Oas(or.#) (5.14) 

Овг = int, Овг (a1, 8). (5.15) 

Понятно, что нижней гранью суммы квадратов на границе априорного 
множества Л для ПФ СЕЗ будет 

ОЕ = пт(Одлв, Овг). (5.16) 
Как находить это значение, т.е. как вычислить Од и Овг? Ранжируем 
наблюдения в порядке возрастания х}: Хх! <х. <... < хи. Рассмотрим, 

например, задачу (5.14). Дело осложняется тем, что В — нелинейный пара- 
метр. Разобъем числовую ось на п + 1 интервал (-—°, x,], [x1, x2], ... 
...› [Хп»› 99). Заметим, что если В <хи, то в случае АБ 

(a1, B= 2 (y,— a1 — By. 

Если х; <В<х.,то 

О(а,,В)= (у, -х! = а)? о-в — py, 

и т.д. Для Toro чтобы вычислять минимумы этих выражений, можно 

воспользоваться следующим фактом. 
Лемма 5.1. Пусть и1,...› ии — некоторая последовательность. Обозначим 

п п 

Ик = Хи; /К, Ukn = x и; (п — К), 
1 k +1 

k n 

О(т,^) = Х (и; т)? + Х (ш-т+ь), 
1 k +1 

2de —e<tr<+o, yp, <v<py. To2da 

min QO(7,v)= 
—o<cr<to 
Vv, SV ed, 

OlUyK, Ui — Икп), если Vy SUK —Ukn SV, 

= 1 Q(71,¥2), если Uap — Un > V2, 

О(2, р), если Usk — Ukn <?, 

20e 

1 п 1 2A 
T= —[L2ut+(n-k)y,), т2= — [Хи +(п- Кур, |. 

n 1 n 1 

Доказательство леммы ' следует из того, что если точка глобального ми- 
нимума квадратичной формы не принадлежит системе линейных ограниче- 
ний, то ее минимум лежит на границе. 
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Аналогично находится значение О вг. Хотя на каждом интервале хх <В < 
<хк+1, функция О (а, , В) является квадратичной, а значит, унимодальной. 

она может не быть таковой для ВЕ (—°°, +°э). 
Разумеется, трудно ожидать существования оценки параметров ПФ СЕЗ 

по методу наименьших квадратов без каких-либо ограничений на наблю- 
дения. Ниже будут предложены условия, в рамках которых сумма квадра. 

тов в ПФ СЕЗ достигает своего инфимума. 
Определение. Последовательность и!, и2,..., и» называем возрастаю- 

щей в среднем, если для любого К =1,...,п 

1 * 
ик > — №и.. 

К 1 

Пусть далее (и;, /:) — последовательность пар, причем и; 3 и; при { # {. 
Говорим, что последовательность и1, из,..., и, является возрастающей 

в среднем по {и;}, если она является возрастающей в среднем после пере- 
нумерации пар в соответствии с возрастанием у;. Последовательность 
н,Ь,... › т Называем убывающей в среднем, если для любого К =1,...,п 

] n 

>— saith 
n—-kt+1 i=k 

Последовательность пар (1, и) называем убывающей в среднем no { v;}, 
если она является убывающей в среднем после перенумерации парв соот- 
ветствии с возрастанием у;. 

Содержание введенных определений раскрывается в следующей лемме. 

Лемма 5.2. Пусть и1,..., и — возрастающая в среднем, ав,..., и - 
убывающая в среднем последовательности. Тогда для любых К =1,...,п 
ur=l,...,n—k 

1 ; 1 и’ 1 & 

а) ик. >— Хи, —— и; > — Хи, 
ик кт" К+г 1=1 ki! 

и любого г =1,...,К-—1 

1 п 

Е, 
6), n—k+1 iz=k 

1 п 1 п 

и 
п К+г +1 1ЕК-Р n—ktl t=k 

  

Доказательство. Докажем первое неравенство ва). Приг =0 
оно следует из определения. Пусть оно верно для всех 0 <г’ «г. Дока: 
жем, что тогда оно верно и для г. Из определения возрастающей в 
среднем последовательности и!,..., и» следует 

К+Р Е К+Р— 1 k r—]k 

5 и = Хи; + У, Uj; tue, > Хи; + —— Хи чик, = 

1 1 k+1 1 кт 

kt+tr—l1 К 
= ————_ Lu; t+uxe,. 

k 1 
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Из того же определения с учетом предыдущего неравенства 

k+r k+r—1 k 
(К+ик.,> ХЗ и> —_ Хи; +Ик+ь. 

1 1 
Перенося их.2 в левую часть и сокращая на К+г-—1, получаем дока- 
зываемое неравенство. Второе неравенство в а) доказывается сложением 
предыдущих. Неравенства в б) доказываются аналогично. 

В целях простоты дальнейшего анализа будем считать, что х; 7 х,;, #3 
=). Предположим, что наши наблюдения таковы, что Yy,...,), ABIIA- 
ются возрастающими, а у, —х!,...,Уи-х„ убывающими в среднем 
по х;. Как следует из определения, это означает, что для любого К= 
=1,...,n-1 

1 Е 

Ук+1 > yee Ук -Хк> 
  и = (y; — xi). (5.17) 

равенства (5.17) будем называть условиями естественной монотон- 
ности. Их аргументируем следующим образом. Найдем 

д; озе”? 1 
= ах. >0, 

Ox; ое? 1+1 — @2 

  

поэтому если модель регрессии (5.8) адекватна !), то мы вправе требо- 
вать, чтобы большие значения х; соответствовали и большим значениям 

. Это в определенном смысле и означает возрастание у, в среднем 
п, х;. Экономически эта гипотеза вполне естественна: большим значе- 
ниям фондовооруженности соответствуют большие значения производи- 
дительности труда. Аналогично 

O(y;-x;) _  age%3*i _ 1 — a 

8x, - “зх} —1=- a5 x 55, x; ae +1—ay, ae 1+1 — @ 

    

поэтому гипотеза об убывании у; —х; в среднем по х; является также 
весьма естественной. На экономическом языке это означает, что боль- 
шим значениям фондовооруженности отвечают меньшие значения фон- 
доотдачи, что тоже весьма реально. 

Теорема 5.1. Если наблюдения (х;, у;), =1,...,П,.х1 < х. <... < 
< х, в производственной функции СЕЗ (5.8) обладают условиями естест- 
венной монотонности, то нижняя грань соответствующей суммы квадратов 

достигается, т.е. существует такое ао Е В?, что О (4) < Or. 
Доказательство. Прежде всего заметим, что при доказательстве 

теоремы не теряя общности можно считать х, > 0. Действительно, пусть 
х;>й. Перепишем 

a,x A,X-—Aa,ht+ta,h Or .— 
Ae 3 Г = бое ant ; ; = (a, e%2")e 9; ny 

Обозначая в (5.8) x; =x; -—h>O0, 

a2 =a,e% "laze" +1—a2), a, =a, taz'In(aze*2" +1 — a2), 

  

i ) В том смысле, что данные, которые аппроксимируются моделью, имеют 
те же качественные характеристики, что и сама модель. 

61



приходим к ПФ СЕЗ с положительными наблюдениями по х. При этом 
подобные преобразования не меняют истинности (или ложности) утверж- 
дений о достижимости нижней грани. 

Проведем доказательство для случая О; =Одь, аналогично прово- 

дится доказательство в случае Ос =Овг. Как было ранее отмечено, 
Оль(а:, В) представляет собой кусочно-квадратичную функцию. Обо- 
значим 

Pe (B= min Qa5(@r,B)= min Z (y,— ay — maxes, BY, 

< В < Хк+1, 

где К =0,1,..., м (формально полагаем хо = — °®, хи+1 =+ 99). Функция 
Рк(В) на каждом интервале представляет собой полином второго порядка, 
поскольку, как легко видеть, 

k n 

Py, (8)= 2 (y; -B- wO@Y + > (y,-x,-w®), 

где 
1 k n 

w(6)=—[2(y,-6)+ 2 (y,-~x]. 
n 1 k+1 

B yacTHOCTH, 
n n 2 

р) и-м--_ ©у-) = соп$, — © <В<х 
1 n j=1 

Возможное расположение полиномов Рь (В) на соседних участках [хх, Хк+1 | 
и (Хк+1, Хк+2] показано на рис. 7. Случай 7, г, как следует из леммы 5.1, 
соответствует двум неравенствам 

  

  

1s — ; — X;)2x 
k 17! n—k a 9 кт 

и 

"> 2. — ae xX 

k+1 1 Я 1 (у; - Xj) SXK41- 

Покажем, что в условиях естественной монотонности эта ситуация невоз- 
можна. Допустим противное. Вычитая из первого неравенства второе, 
получим 

1 ; 1 и ) 
+ 

G pt k+1 1 7 

1 1 
+ ———— — — 5. —_ > 0. 
(—— 3 _ Xi) n—-k k+ Е 0 =) 

Но как следует из леммы 5.2, 

1 Е 1 kt 

a “iS k +1 2 Уь 
К 

0 <- ! 2. (y,- x; — .—X —— —х)), 
n—k—1 k+2 i) —K k+ 7 , 
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Рис. 7. Различные случаи расположения соседних полиномов второго порядка Рк (В) 

— противоречие. Отсюда, в частности, следует, что оптимальное значение В 
не совпадает ни содним из х1,..., Хи. 

Приступим теперь непосредственно к доказательству. теоремы, а именно 

докажем, что сходимость О (1, @, аз) к Оль имеет место снизу. 
Покажем это на примере случая А), т.е. когда @з -> + , а. > 0, причем 
п и. ^— —Ваз, В > 0. Итак, пусть а, =а, В=Ь> О выбраны так, что 

ОлБ= min  Олдь(ол, В) = ОлБ(а, dD). 
a,,B>0 

Докажем, что O(a3) = O(a, b, a3) > Олв при @з -> + ®° снизу. Обозначим 

~ 1 _ 
1; =а+—т (ei р), + 1. — е— В“ з), 

из 

Как было установлено, при @з -> + 

~ - at+x;—b, ecm b<x;, 
fir fiz 

a, если = b2X;. 

Схема доказательства похожа на доказательство существования оценки 
МНК в квазилинейной регрессии ($ 3). Найдем разность 

ДО = Оль — Оз) = 2 (:-1) -Х(,-Й = 
=Z(y,-f). -2 (9, -fo+ fi-for = 
=-Z(fi—-fiy -22 (hi -f , -fi- 
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Определим порядок сходимости f; >}. Если 0 <Ь<х;,, то 

ом 1 ._ 

Дж -Ь- ше 23 +] -е-5а,] = 
a3 

= ш [1+ (PX DMs с“. 
a3 

Далее воспользуемся следующим известным пределом [ш(1 + 5)]/5 >1 
при 65 >0. Поэтому 

- ~ 1 Inflte 
fi-fi=-— b—x,;)a —A.x 

ws ef? —*D%s _ 9 431 

(b-x,;)as _ е`“з>1] 

  

(EP * is _ e %9*i) ~ 

1 (6-хра, _ я) tg), a3 > + 0, 

a3 (3 

Заметим, что скорость сходимости очень высока — выше экспоненциаль- 
ной. Наименьший порядок сходимости, как видим, соответствует мини- 

мальному х; > В, который обозначим х,;. Важно, что для всех 1: хх >Ви 
ж=х; 

Д-Л _ ехрФ -хдаз) 

Г. —Л, — еХРр(® — х;)аз) . 

Это означает, что для всех {: х; >х,; > В порядок сходимости О (а;) > Од 
определяется порядком 5-го члена второй суммы в разности ДО: 

ДО — —2 (7, ~ fs) (у; ~ fy). 

Ilyctb Tenepb X;<b, Torga, KaK XH прежде, 

  —>0, a3 > +, 

_ w 1 
л-Лл=-=-— Ш|1 +е1-5)а; — са: ] > 

a3 

mw ——— (et? _ ebay 9 a, > +, 

a3 a3 

Таким образом, минимальный порядок сходимости О (ал, G2, 43) к Од 

определяется |Б — х,; | = тм |Ь —х:.|, =1,...,п (как следует из преды- 

дущего, Ь — х, 3 0). Докажем, что у, — Л; > 0. Это, очевидно, повлечет 
положительность знака ДО при аз - +°°, что и означает сходимость 

О (<! , м2, аз) к Одк снизу. Но, как следует из леммы 5.2, 

  

п 

Хх (у,-х)>0 
n— Ss+1 

по условию естественной монотонности. 
Таким образом, существует такое а%, что ДО < 0, значит, инфимум 

О (<) достигается, теорема доказана. 
Остановимся теперь на весьма важном вопросе выбора хорошего началь- 

ного приближения для функции СЕ$. Самый простой метод — заменить 
СЕ$-функцию на функцию Кобба — Дугласа. Таким образом, в качестве 

У, -В=у,-х, —(@а-Б)=у,-х;— 
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начального приближения берем 

(a9, a$)=arg min Х(у,-а! — вх}. 
и}, @. ) 

Очевидно 

аз = (у; -у)(:-х)/; 0-х), 
af =y—apx. 

Окончательно в качестве начального приближения DIA O(a) с функцией 

(5.8) берем а° = (а%, а8, 0) !). Не всегда, однако, будет выполняться не- 
равенство 

_ 0 о 
Ч, =О(@а )< ОЕ. 

С другой стороны, если х; = сопз%, а3 *1и 43 *0, то О (а°) < О, где О, — 
значение нижней грани суммы квадратов при фиксированном &2 и @з -> + ®°, 

]= 1, 2, 3, 4. Это следует из разложения, хорошо известного в линейном 

регрессионном анализе: 

Х (у, - 41 —43х)' =Х(у,- у) +(41 0-х). 
Докажем, что если у; их; — у; возрастают в среднем по ху, то 0 < а <1, 

т.е. эластичность по основным фондам в производственной функции 

Кобба — Дугласа больше нуля и меньше единицы 2). Ранжируем наблюде: 
ния в порядке возрастания x43 при этом значение оценки МНК не изме- 
нится. Докажем сначала, что а2 > 0. Для этого необходимо и достаточно 

показать, что  L(y,—yY) (x; — Х) > 0. Воспользуемся преобразованием 
Абеля [48]: 

п п-1 1 

Х ав; = > (в -— 0+1) В +0. В», By= 2X by. 
i=1 i=1 ]=1 

Положим а=х;-— х, В, =у,- у. Тогда 
п 

Ви = 2, (y,-y)=Zy,—ny =, 

поэтому 
1 п n— 

a (y¥;- Y) Qi - x)F- 2 (х1+1 - хо В+. 

По условию х;+1 — х; > 0. Докажем; что В; < 0. Действительно, В/ = 0, 
а В;/Ё — возрастающая последовательность: 

  

Выа _ В _ 
i+] i i 

то 1 i Visi — 2; 
= 2 j=, >0 

1+1 ]=1 i j=1 (1+ 1) 

по условию естественной монотонности. 

  

*) При расчетах на ЭВМ следует вместо 23 =0 полагать 23 =5 *0, где 5 доста- 
точно мало, чтобы избежать переполнения. 

3) В работе [27] это утверждение доказано при более сильном предположении: 
х:>х; влечет > У, EF). 
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Для доказательства неравенства 48 < 1 заметим, что 

о. @-я-х-Уу)би-х) 
*_ D(x; - xy 

rie x — y = Х(х; — уп, поэтому все предыдущие рассуждения дословно 

повторяются для ряда {х;—у,}. 

В 1967 г. Кментой [63] была предложена квадратическая аппроксима- 
ция СЕ$-функции. Его идея заключается в следующем. Разложим функцию 

  l-—a > 

1 
YX; a2,03)= — Infa,e%s* + 1 — а] 

a3 

по х в ряд Тейлора до членов второго порядка в окрестности х = 0. Для 
этого найдем 

Ox 
‚_ A, € 

YY = 

х a,e%3* +1 — & 

  

„_ 0203 (1 — a2) e%3* 

* (a,e%3* +1 — a) 

Имеем ф’ (0) = аз, ф. (0) = 2 (1 — аз ) аз, поэтому 

  

1 
ф(х; м2 ‚ аз) = 2х + all — a2) 3x7. (5.18) 

Обозначим B = a2(1 — a@2)a3/2 и рассмотрим следующую линейную 

регрессию !): 

у= а: + ах; + Вх1 +1, 1=1,..., п. 
Пусть @о1, 402, Бо — соответствующие оценки МНК этой регрессии. Тогда 
начальное приближение по Кменте для СЕ$-функции находится как 

Go = (401, 402; 2Бо [[4о2(1 — а02)] ). 

Разумеется, нельзя утверждать, что это начальное приближение удовлетво- 

ряет неравенству О (4) < Ок. Более того, оно может оказаться вообще 

неприемлемым из-за того, что 402 > 1 или 402 < 0. Из теоретических 
соображений, однако, ясно, что чем больше последовательность х1,..., Хх, 

концентрируется около нуля, тем лучше будет аппроксимация Кменты и 
тем лучше будет его начальное приближение. Другими словами, можно 
ожидать, что начальное приближение Кменты будет хорошим, если К; =Ё.. 
Этот факт является весьма отрадным, так как в том случае, когда А; > Г; 
(или Ё; <К;), удовлетворительным начальным приближением, возможно. 
будет оценка ПФ Кобба — Дугласа. Таким образом, эти два приближения 
дополняют друг друга. 

Что же делать, когда условие близости х; нулю не выполняется? Терсбь 
и Ловелл [71] предлагают нормировать данные. Например, положить 

К ; =K ИК , Ц =L,/L . Разумеется, для новых рядов концентрация x; вокруг 

1) Здесь мы пользуемся методом переобозначения, который был описан в кон 

це $ 1. 
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нуля повысится, однако следует заметить, что переход в dyHKWUHH CES 
к другим рядам капитала и труда не оставляет инвариантными параметры 
Q2 и аз. Переход к новым рядам К} и Ёу, строго говоря, означает переход 
и к новой функции СЕ$. 

На самом деле можно, используя идею Кменты, найти удовлетворитель- 
ное начальное приближение и в случае, когда, например, К; > Г; (или 
[1 <К)) для всех =1,...,п. Покажем, как это сделать. Пусть х = Ух;/п = 
+ 0. Преобразуем ф(х; и, аз) следующим образом: 

  

1 х ’ 
p(x; ва, аз) =8'+ — ш[0 e*? *-*) +1 —a3), (5.19) 

a3 
где _ 

а е%“зх 1 _ 

a2 = : Bp’ = —— In[a,e*2* +1 —a]. 
7 9 

a, e*3* +1 —ay a3 

Оценим МНК линейную регрессию 

У: 71 + Yo (xz — X) +-73(x; -— x)? + &,"). 

Пусть &1, 82, &з — соответствующие оценки МНК. Начальное приближение 

тогда является решением следующей нелинейной системы уравнений: 

a,e%3* a2 (1 — a2 )a3e%>* 
    

09
 

w
 } 81291, 82 = = , = 

a, e"3*¥ +1 —a2 [a,ge%9* +1-a,f 

Эта система относительно интересующих нас параметров @› и @из может 
быть решена аналитически. Предоставляем читателю проверить, что ре- 
шением этой системы является 

A = 

(1 = 81, 
A 

@з = 831 [82(1 — #2)], (5.20) 
Gz = [1 + (gz? — Пе“ з*х ]-1. 

Разумеется, решение будет существовать, если выражение под знаком ло- 
гарифма положительно. Как и для предыдущего начального приближения, 

у нас нет уверенности в том, что 0 < a <1, O(a) «Ок. 
Аппроксимация Кменты имеет следующую замечательную особенность: 

правая часть (5.19) совпадает с линейной аппроксимацией (5.8) как функ- 
цией параметра аз в точке аз = 0. Это следует из разложения в ряд ф, по 
степеням сз: 

1 
— In[a,e%>*i+1—a,] = 
a3 

1 1 
= gy + из (1 — a2) a3x} + < оз (1 — м2) (1 — 22) а3х?+... (5.21) 

Разложение (5.21) наталкивает на мысль о квадратичной аппроксимации 

1) К этой регрессии можно было бы прийти с помощью стандартного разложе- 

ния в ряд Тейлора функции ф(х; а,, а.) в окрестности точки xX. Преобразование: 
(5.19) имеет другую положительную особенность о которой речь пойдет ниже. 
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функции ф;(а2, аз) в нулевой точке. К сожалению, эта аппроксимаци; 
‘приводит опять к нелинейной регрессии 

1 
a 1 2 У, = ал + gx + 2 (1 — &2)a3x; + 

1 
+5 (1 — a2) a (1 — 2%) азх? +Ё, (5.22) 

однако более простой, чем исходная (5.8). Регрессия (5.22) принадлежит 
к классу (3,4) — связной регрессии (см. 8 3 гл. 3). На основе результатов 
гл. 7 можно построить специальные эффективные методы минимизации 
суммы квадратов для этого класса регрессий. 

Другая возможность построения начальных приближений связана ‹ 
аппроксимацией СЕ5-функции на бесконечности, т.е. при из - +. Эта 
аппроксимация приводит нас опять же к нелинейной регрессии, более 
простой, чем исходная (5.8). 

Теперь остановимся на другой немаловажной проблеме — проблеме 
спецификации СЕ$-функции. Дело в том, что осуществляя замену пере- 
менных в пространстве параметров, функцию регрессии можно записывать 
в разной форме. Существенно, что от этого зависит скорость сходимости 
процессов минимизации суммы квадратов. 

Первая спецификация основана на представлении (5.19). Таким обра- 
зом, полагаем 

аз (1-х), _ ,]. 1 
} ? , , ` 

F(a1 , 2 , a3) = Oy ro In [a e a2 
3 

Одним из недостатков вышеописанных спецификаций СЕ$-функций являет- 
ся ограниченность множества значений a, (0 <a, <1). B процессе миними- 
зации суммы квадратов этот параметр может выходить за рамки [0,1], 
что может привести к аварийному прерыванию процесса. Этого можно 

SG AL 
Ay / о © 

  

  

  

у
 

/   
Рис. 8. Подгонка трех производственных функций: J — ПФ Кобба- Дугласа, П — npe 
дельная ПФ, Ш — ПФ СЕЗ 
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избежать, если СЕ$-функцию специфицировать в виде 

1 а + ах; , 
fila, a2,03)=— Infe * *"F +e], 

a 3 
 _ ’ ’ ’ 3 

где @ = (м1, со, аз) Е К, причем 
_ ’ 

1 = M1, 
ét , c 

a, =e%1 /(e% +e%),: 

as =(e% +е“з ) |. 

Эту спецификацию можно объединить с предыдущей, записав 

а; +а.(ху-х) . ’ ’ 1 : 
filo, a2, a3) =—— Infe +е*з]. 

3 

Выбор конкретной спецификации должен в каждом конкретном случае 
решаться особо. 

Подведем итоги исследования существования оценки МНК с содержа- 
тельной точки зрения. Неформально можно утверждать, что границам мно- 
жества Л = { —0 «<! < +0, 0 <а) <1, —® «а. <«+°} отвечает своя 
совокупность производственных функций; Если существует хотя бы одна 
СЕ$ (”внутреняя” для Л), имеющая сумму квадратов меньшую, чем каж- 
дая из этих предельных, то инфимум О (а) достигается, т.е. оценка МНК, 
а значит, и лучшая СЕ$, существует. Найдем вид предельных ПФ. Потен- 
циируя (5.12) и (5.13), приходим к ПФ 

У = min(AK, BL) 
и 
Y = max(AK, BL), 

где A u B — параметры. Таким образом, можно утверждать, что задача под- 
гонки ПФ СЕ$ будет корректна, если найдется хотя бы одна СЕЗ, лучшая, 
чем ПФ Леонтьева для всех А иВ (рис. 8).



ГЛАВА 2 

НЕСУЩЕСТВОВАНИЕ И МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНОСТЬ 

Эта глава содержит в основном отрицательные результаты. Здесь будет 
показано, что задача оптимизации суммы квадратов 

=F — f. 2 => mi O(a) u(y; fi(@)) min, 

где Л априорное множество mapaMeTpoB u3 R™, f;(a@) — непрерывные 
функции, во-первых, при некомпактном множестве Л может не иметь 
решения, т.е. нижняя грань О(<) не достигается, и во-вторых, если и 
достигается, то функция О(“) может быть многоэкстремальной. 

В частности, цель главы — убедить читателя в том, что существование 
у суммы квадратов нескольких локальных минимумов — не патология, 
а реальность. Показывается, что практически для любой нелинейной рег- 
рессии вероятность ”неудачных” наблюдений больше нуля. Таким об- 
разом, для любой нелинейной регрессии найденную оценку следует про- 
верять не только на достижимость локального минимума (90/да = 0, 
92 0/9? — положительно определенная матрица), но и на то, что получен: 
ное значение приводит к глобальному минимуму суммы квадратов. По- 
следняя задача гораздо сложнее численного нахождения оценки. Конеч- 
но, можно начать из другого начального приближения; тогда, если 

процесс итерации опять сойдется к старой точке, можно быть более 
увергнным в том, что она дает глобальный минимум, однако это не ре- 
шает проблемы. 

Особую важность представляют аналитические методы проверки того 
является ли найденная стационарная точка точкой глобального миниму 
ма. Построению подобных критериев глобальности суммы квадратов в 
нелинейных регрессиях посвящены следующие главы книги. 

$ 1. Недостижимость нижней грани суммы квадратов 
на некомпактном множеств‹ 

В предыдущей главе исследовалась проблема достижимости нижней гра 
ни суммы квадратов на некомпактном множестве. Там же на некотс 
рых примерах нелинейных регрессий был продемонстрирован предложег 
ный подход, на основе которого можно строить критерии достижимост; 
и находить удовлетворительные начальные приближения. Иными слов: 
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ми, исследовалась корректность задачи оптимизации. В этом параграфе 
будет изучаться противоположная задача — задача некорректности. 

Конкретно вопрос ставится следующим образом. Пусть для данного 
набора наблюдений у= (у1,у2,...,У,)ЕК” необходимо решить следую- 
щую задачу оптимизации: 

0; У) = 0: -Л@)у =Пу - Ла > па. (1.1) 
а 

Здесь О(“х; у) — сумма квадратов отклонений (в этой главе мы иногда 
будем указывать в качестве аргумента у; таким образом, допуская не- 
которую вольность, считаем О(&) =О(а; у)), Л(® =(К (а), Ь (4,....и(@))- 
данная функция регрессии (непрерывная по &х и достаточное число раз 

дифференцируемая), К” 2 Л —априорное некомпактное множество па- 
раметров, которое в дальнейшем будем считать выпуклым телом. 

Для данной регрессии /(<) задача (1.1) может решаться неоднократно 
для разного набора наблюдений. Первый вопрос, на который бы хотелось 
получить ответ: насколько часто задача (1.1) может не иметь решения? 
Второй вопрос: если в первой главе решалась проблема построения крите- 
риев достижимости нижней грани О (а; у), то нельзя ли построить аналогич- 

ные критерии недостижимости этой грани? Зная ответ на второй вопрос, 
можно было бы заведомо не приступать к минимизации О (а; у), если 
известно, что для данного у задача (1.1) не имеет решения. Решение ука- 
занных двух проблем и есть цель этого параграфа. 

Начнем со случая т = 1. Как всегда относительно функции регрессии, 
будем предполагать, что /(«) — гладкая идентифицируемая (без самопере- 

сечений) кривая в К”, Л — отрезок с невключенными левым или правым 
концами. Пусть кривая /(х) имеет конечный хвост (если Г(и) имеет 

бесконечные хвосты, т.е. если |] (а) || -> ®° при |“ | ->°°, то Ор = ©, поэтому 

задача (1.1) имеет решение для любого уЕ А”). Не теряя общности можно 
считать, что Л не содержит левого конца и левый же конец Г (ах) конечен 
(для простоты ограничимся случаем лишь одного конечного хвоста). Далее 
не теряя общности можно считать, что Л = (0, Т] , либо Л = (0, Т). В первом 

случае Т < °°, во втором возможно Т = ®°. Действительно, если левый конец 

отрезка Л есть —<°, всегда некоторым монотонным преобразованием 
(переобозначением параметра «) можно свести априорное множество 
параметров к интервалу с нулевым левым концом. В частности, можно 
считать кривую f(a) натурально параметризованной относительно левого 
конца, что и будем предполагать в дальнейшем. 

Допустим, что существуют пределы 1) 

lim /@=и, lim f(a)=v, v#0, 
& —> 0 & —> 0 

причем Г (а) = и для УаЕ Л. Это условие будем называть условием иден- 
тифицируемо гладкой продолжаемости. По сути дела это означает, что 

Г(о) продолжаемо до а = 0, если положить f (0) =u, Г (0) =, причем про- 
долженная таким образом кривая останется идентифицируемой на [0, Т}, 
где под } понимаем либо ), либо ]. 

1) fe) обозначает вектор-производную /[ (а). 
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Теорема 1.1. Множество наблюдений уЕ В”, для которых сумма квао 
ратов на некомпактном выпуклом множестве Л С В! не достигает свое 
нижней грани для идентифицируемо гладко продолжаемой регрессии 
имеет меру Лебега, отличную от нуля. 
Доказательство. Будем пользоваться обозначениями (1.1) 

Для простоты будем считать Л = (0, Т]. Для каждогоаЕ (0, Т] рассмотри! 

множество векторов { f(a) — и: 0 <а <а}. Докажем, что существуе 
такое 4, что это множество лежит в некотором заостренном конусе. Дейст 
вительно, рассмотрим следующую непрерывную функцию: 

  

. ^ (f(a) — И, и) 
= — U, v)= , O<aKc YT. 

Ba) 08M) = Hol " 
Очевидно lim у(“)=1, поскольку для «> 0 

© —+ 0 

cos ( f(a) — u,v) = cos (- (f(a) —и), v) 

u (f(a) — u)/a>v npn a -—0. Пусть выбрано произвольно 0 < т < 1. Обо 
значим 5 — первый корень уравнения у (м) =т: 

b= sup a, wW(b)= rf. 
У (В) > туВ < а 

Тогда для всех а Е (0, 5] имеем соз (Л(&) — и^и) > т. А это означает 
что множество { / (а): О<а<ь} лежит в заостренном круговом конус 
Ки с вершиной в точке и и углом раствора 2 агссо$ т < п. Построим для 

этого конуса отрицательно сопряженный конус К„ (рис. 9). Обозначим 

а(у) = arg jamin Q(a; y); (1.2) 
Sas 

утверждаем тогда, что для любого у Е Ки либо а( у) = 0, либо a(y) >b 

Лонус 
прина@емности К 

f(a)       

       
        

дласлть несущество- 
7 вания решения задачи (41.1 

ИАА 
Рис. 9. Конус принадлежности и область несуществования оптимизационной за; 
чи (1.1) 
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Действительно, допустим противное, т.е. что 0 < а(у) < для некоторого 
уЕ К... Проведем через точки у, ии Л(а(у)) плоскость. Угол, образован- 

ный отрезками (у, и) и (Л(а(у)), и), как следует из определения К», 
является тупым, а значит, Гу — /(а(у)) > Пу - ий как сторона тре- 
угольника, лежащая против тупого угла. Таким образом, получаем 

O(a(y); y)> Q(0,y), 

что противоречит (1.2). 
Обозначим далее 

52 = inf Q(a; u). 
a2b 

Нетрудно видеть, что 6 = 0, так как в противном случае придем в противо- 
речие с идентифицируемостью регрессии на замыкании Л. Опишем вокруг 
и окрестность И(и; 6/3) радиуса 6/3. Докажем, что тогда для любого 
y€ V(u, 6/3) а(у)<Ь. Действительно, по определению 

0(0; у) = Пу-ий < 57/9. 

Но из неравенства треугольника для а > Б следует 

6 
ly —fl@)l > Tufayl — Iy-ul > 6 — 2 = — §, 

w
i
l
 

т.е. 

O(a;y) = — 5° >Q(0;y), a>b, 

© 
| >

 

значит, а(у) <b. 
Для завершения доказательства теоремы осталось с очевидностью заме- 

тить, что еслиу Е К, ПИ (и; 5/3), To ближайшей к у точкой кривой / (<), 

0 <а < Т, будет и =/(0). А это и значит, что для этих наблюдений задача 
оптимизации О(&; у) для а Е Л не имеет решения, теорема доказана. 

Используя идеи последнего доказательства, можно предложить следую- 
щий критерий некорректности задачи (1.1). 

Определение. Пусть /(&) — идентифицируемо гладко продолжаемая 
кривая, а Е Л — некомпактное выпуклое множество на К!; не теряя общ- 
ностй можно считать Л = (0, Г}, причем 

lim f(a) = u. (1.3) 
a0 

Конусом принадлежности называем конус К, для которого 

Ко) -u EK Vaca. (1.4) 

Теорема 1.2. Пусть для кривой регрессии имеет место (1.3) и конус 
принадлежности К заострен. Тогда для всех y © K tu задача оптимиза- 
ции (1.1) не имеет решения. 
Доказательство повторяет соответствующее место из доказа- 

тельства предыдущей теоремы. Показывается, что 

inf Ily—f(a) I? = i y—ul? Vy EK tu, 
aca 
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поскольку для всех a >O 

ly —f(a) I? > 1у-ий, 

так как против тупого угла в треугольнике лежит большая сторона. 
Перейдем теперь к многомерному случаю. Функцию регрессии Г(а) 

считаем гладкой и идентифицируемой, В” 2 Л — некомпактное выпуклое 

множество в А” Допустим, регрессия имеет конечный хвост, т.е. 

Как) > u Fe, a, > а, Е ОДА, К->°. (1.5) 

При этом требуется определить, насколько вероятно” для данного у Е А" 

задача оптимизации (1.1) не имеет решения, в частности, попытаться найти 
области несуществования решения в пространстве наблюдений. 

Мы не будем здесь формулировать обобщение теоремы 1.1 на много- 

мерный случай, а перейдем сразу к практически более интересному 
вопросу построения области несуществования решения задачи (1.1). Итак, 
пусть и задается соотношением (1.5). Конусом принадлежности К = К (и), 
как и в одномерном случае, называем конус, для которого имеет мес- 
то (1.4). 

Теорема 1.3. Пусть для функции регрессии имеет место (1.5) и (1.4), 
причем конус принадлежности К заострен, т > 1. Тогда для всехуЕК`+ 
+ и задача оптимизации (1.1) не имеет решения. 

Доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 1.2. 
Примёнение предложенного подхода покажем на примере логлинейной 

однопараметрической модели регрессии /; (а) =ехр (а х;) ,гдех,,...,хи- 
одного знака; для конкретности будем считать 0 <х, <х. <... <хи. 
Если a > —, to f(a) > и = 0. Допустим для простоты, что Л = (-°°, 0]. 
Естественно, в качестве конуса принадлежности можно взять А+ — поло- 
жительный ортант А”, однако можно построить более узкий” конус. Для 
этого заметим, что 0 < f,,(a) <fp_1 (a) <... Sf, (a), @ € A. Takum o6pa- 
зом, конус принадлежности есть 

K ={zER": 0<z, < 2/1 <... < 24}: 

Как следует из $ 2 гл. 1, отрицательно сопряженным конусом будет 

j 
K” ={yER": 2 y; <0, j=l,...,n}. 

i=1 

Таким образом, на основании доказанных теорем заключаем, что если 

наблюдения у!,..., У» таковы, что 

у: < 0, У! + У? <0,..., у, tyot... typ < 0, 

то оптимизационная задача 

п 

Хх (у; - ©!) = min 
1 -x~<a<0 

не имеет решения (более конкретно, оценка МНК равна —<°). Для построе: 
ния более широких” областей некорректности в этой задаче можно вос: 
пользоваться другими свойствами функций /; (&) = ехр (ах; ), например. 
выпуклостью (см. подробнее гл.Зи 5). 
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§ 2. MHoroskcTpemanBHOcTs O(a) npu m= 1 

Следующий параграф будет посвящен случаю т > 1. Конечно, можно бы- 
ло бы сразу рассмотреть т > 1, однако из методических соображений нам 
показалось целесообразным начать с простейшего случая. Многомерность не 
привносит чего-либо принципиально существенного. 

При т = 1 имеем один оцениваемый параметр &« Е К!. Предполагаем по- 
ка, что относительно параметра &@ ничего неизвестно, т.е. его область изме- 
нения — вся числовая ось. Набор п функций откликов Л! (&),...,/и(@) 
задает отображение из В! в К", образ этого отображения — кривая в К”. 
В дальнейшем, не оговаривая особо, кривую считаем достаточное число 
раз непрерывно дифференцируемой без особых точек, / = 0. Для того что- 
бы задача оценивания была корректной, необходимо также предположить, 
чтобы соответствующая регрессия была идентифицируемой, т.е. выполнено 
условие взаимной однозначности отображения /: В! >В"; это условие бу- 
дем предполагать выполненным. 

Доказываемые ниже утверждения относятся к собственно нелинейным 
регрессиям. Дадим этому понятию строгое определение. Регрессию назы- 
ваем сводимой к линейной (или просто сводимой) ‚, если после некоторого 
переобозначения параметра ее функции являются линейными по параметру. 
Таким образом, функция сводимой регрессии с одним оцениваемым пара- 

метром равна /; (&) = 8 (@х; + 2; или У; (В) = Вх; + 2: где В =8 (а); м, 
2; — Константы, $ =1,..., п. Отсутствие особых точек и идентифицируе- 
мость регрессии означают, что 8 (и) — монотонная, достаточное число раз 
непрерывно дифференцируемая функция на А!, х х? 3 0. Заметим, что 

g(a) может быть ограниченной, в таком случае образ функции регрессии — 
отрезок прямой. Регрессию, не являющуюся сводимой к линейной, назы- 
ваем несводимой. На геометрическом языке регрессия с одним оцени- 
ваемым параметром является несводимой, если образ отображения f He 
является прямой или отрезком прямой в Е”. 

Относительно приведенного определения необходимо сделать несколь- 
ко замечаний. Со статистической точки зрения ”линейную регрессию” с 
функцией &# (м)х; + 2; следует рассматривать как нелинейную. Так, на- 
пример, нахождение несмещенной оценки для а приводит нас к нелинейной 
задаче. С вычислительной же точки зрения, т.е. с точки зрения нахождения 
оценки МНК, ее единственности и т.п. вышеозначенная регрессия действи- 
тельно является линейной задачей. 

Лемма 2.1. Следующие утверждения эквивалентны: 
а) регрессия несводима к линейной; 
6) существует и Е К!, для которого векторы первых и вторых произ- 

водных [ (о) и (м) не коллинеарны в В"; 

в) существуют 1, а, Е В! такие, что векторы f (м) и f (a,) He KOn- 

линеарны в В". 
Доказательство. Легко проверить, что в регрессии, сводимой 

к линейной, векторы первых и вторых производных коллинеарны. Этим 
доказываются утверждения б) —>а) и в) —>а). Докажем а) ->6). Пусть для 
всех аЕ В! векторы / (©) и Г (а) коллинеарны. Поскольку f (a) # 0, 3T0 

означает существование такой функции г (а), что Л; (&) = г (а) fi(a), i = 
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=1,..., п. Нетрудно определить, что решением этого дифференциального 
уравнения второго порядка является f;(a) = g(a)x; + Z;, rae х, 2; - 
константы, т.е. соответствующая регрессия является сводимой. .Осталь- 
ные утверждения следуют из определения второй производной 

fio.) = lim f(a.) — Ло! ) | 

a, > a, A, — a 

  

Ecnm ayia mioGoH Napbi a, Ha, BeKTopbi f(a,) u f (a2) коллинеарны, то та- 

KOBbIMH GOynyT f(a,) и Г(а,), и наоборот. Доказательство леммы закон- 
чено. | 

При установлении ”числа наблюдений”, приводящих к многоэкстремаль- 
ным и многостационарным суммам квадратов, нам потребуется другой 
класс нелинейных регрессий. Регрессия (и соответствующая ей кривая) 
называется плоской, если образ функции отклика лежит в линейном мно- 
гообразии размерности 2 (т.е. в двумерной плоскости в А”). Очевидно, 
уравнение плоской кривой имеет вид /; (а) = 81 («)х:1 + 82 (@х:2 + 21, 

[=1,..., М, где х: = (Х11, Х21,.-., Хи), Х2 = (12, Х22,...›Хи2),2 
= (21,..., 21). В этом случае Кривая регрессии лежит в плоскости с несу- 
щими векторами х! их. ‚ сдвинутой на вектор 2. 

Аналогично предыдущей лемме можно показать, что имеет место сле- 
дующий результат. 

Лемма 2.2. Следующие утверждения эквивалентны: 
а) несводимая регрессия не является плоской; 
6) существует Xp Е Ё!, для которого векторы первых трех производных 

f (ao), f (a), f (a) линейно независимы в В"; 
в) существуют 1, а) Е В!, для которых векторы f (м), f (a2), f (a, ) 

линейно независимы в В". 
Доказательство. Утверждения 6) >а) ив) —>а) доказываются 

непосредственным дифференцированием. Докажем а) -> 6). Пусть для 

всех а Е К! векторы / (а), 1(&) и 1 (а) линейно зависимы в К”, тогда мож: 
но показать, что 

Л(а) = г, (&) 7(®) + го (0) Л(@). 
Найдем общее решение обыкновенного дифференциального уравнения 

f(a) =r, (a) f (a) + rz (a) f (a). O6o3Hauum f(a) = (а). Известно, что об- 
щим решением линейного дифференциального уравнения второго порядка 
является (<) =с1 81 (<) + со#2 (<) ‚ а в терминах /; 

(а) = хи 81 (а) + х;2 82 (а) + 2:. 

А это значит, что наша регрессия плоская. Таким образом, доказано утвер- 
ждение а) -> 6). Лля доказательства утверждения а) >в) разложим век- 

тор / в ряд Тейлора до членов второго порядка 

f(a. )= filer) + (2 — 01) f{(e1) + > (a, —a,) (а) + O(a, — a, (7). 
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Воспользуемся теперь следующим элементарным фактом. Если векторы 
е1, ез, ез линейно независимы в Кии =р:е, + рое_ + изез, из 3 0, то 
векторы е|, ео, и линейно независимы. Производя соответствующие 

переобозначения: е = : f (a1), e, =f (a); u=f (2) с учетом того, что 
о(|“› — a,|7)/(a, — a)? > 0 npn a, -— а, окончательно приходим к 

утверждению леммы. 
Исследуем сначала наличие стационарных точек суммы квадратов от- 

клонений (О’(а) =0). 
Теорема 2.1. Для любой регрессии, не сводимой к линейной, сущест- 

вует набор чисел (наблюдений) у!,..., уп (п> 3), для которого сумма 
квадратов имеет по крайней мере две стационарные точки. Более того, 
если кривая регрессии не лежит на окружности, лебегова мера таких на- 
блюдений больше нуля. 
Доказательство. Как следует из леммы 2.1, несводимость регрес- 

сии ведет к существованию таких @10 И @2о, что векторы fF (010) Uf (020) 
линейно независимы в А”. Поэтому система двух линейных уравнений от- 
носительно у;,..., Уп 

О’(сно; У)=0, О’(@ло; У) =0 
ИЛИ 

Ху: (ао) 5 (о) (ео), 

| | (21) 
Ху (ао) = 5, 1; (6> о ) 1:(66> о) 

имеет решение, т.е. множество наблюдений, приводящих к многостацио- 

нарной сумме квадратов, не пусто. Здесь обозначено О(а; у) = Х(у; — 
— 1: (®))?. Докажем теперь, что лебегова мера наблюдений, для которых 

сумма квадратов имеет несколько стационарных точек, больше нуля. 

Обозначим с (&) = > /, (а) Г; (<). В силу линейной независимости производ- 
ных последние два столбца в системе (2.1) при наблюдениях Yn—1 W Yn He 

теряя ‘общности можно считать независимыми, т.е. fy (G10) fn (G20) — 

— Ли (бо) Ли 1(620о) = 0. Непрерывность производных ведет к тому, что 
существуют такие непересекающиеся окрестности Vi = У, (@о) и 

Г2 = Г? (“2о), что для всех (и, a2) © Vy X V2 fn-a (01) fn (2) — 
— fn(O1)fp—1 (G2) +0. Ясно, что для любого набора у:,..., Уна и 

(a,;,0,) Е И, ХИ, найдутся оставшиеся наблюдения у„_1, у, удовлетво- 

ряющие системе (2.1). 
Докажем, что множество наблюдений при этом ”заполняет” некоторую 

окрестность в А”. Рассмотрим отображение из К" в К” 

у: (y1,. ..›Уп-2, @1, a ) = (71,. ..у Уп), 

где у„_1 и у, находятся из решения (2.1) при @1о = @1, @2о = а2. Оно яв- 
ляется непрерывно дифференцируемым. Найдем его якобиан и докажем, 
что в некоторой точке он отличен от нуля. Продифференцируем систему 

Ху: (ви ) = са), LDyjifi(e2) = c(a2) 
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по а иа.. м 

  

          

  

Wn 
= —— fn- 1 (0) + —— 

дут = ета) + 9" ль) = 0, 

Ja, infer) = 0, 

ду. 
> Sn-1(@2) + —— 

— и) =~ = O(a; У), 

(а 2) = — О; У). 

Pome эту ‘систему относительно неизвестных производных, находим 

Уп 1 

OQ, 

уп 

да! 

Уп 1 

0a, 

1 
= A 2 (a; y)fn(a2), 

  

1 . 
= A QO" (a2; Y)Fn(@1 ), 

дул 

OQ 

  

1 
. --5 96; У) №1), 

roe A =fn- (21) fn (a2) ~ f(r )Fn—1 (a2). 
том приведенных формул равен 

  

I 0 0 

OVn—1 OYn—1 

да 0a 17| = 1 2 

P(a, ’ Q ) 

dyn дут 

до да>   
1 = O''(a,; y) O"(a2; y), 

1 
= 5 QO" (01; Y)fn—1 (G2), 

  

Якобиан отображения Wc yue- 

OYn-1 OYn—4 
  

    

0a, OQ, = 

дул дул 

0a; OQ 

где P(a,, @,) — некоторая матрица 2 Х (п - 2). Как уже было отмечено, 
в силу линейной независимости векторов Г(а:о) и (ао) для всех 

(41,02) EV, XV_z A=A(Q,, a2) #0. 
Покажем теперь, что существует такой набор наблюдений у = (уУ1о,.. 

‚ Ут) Е К", удовлетворяющий системе (2.1), для которого 
О" (1; Уо) =0, О” (a2; Yo) = 0. Рассмотрим два случая. 
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Регрессия не является плоской. Тогда, как следует из леммы2.2, бои 

G9 MO%XKHO выбрать такими, чтобы тройки векторов (Л(1о),Л (ао), 

f(a20)) И (f (a; 0)» f (@20) ) f (a10)) были линейно независимы и, следова- 

тельно, система из трех линейных уравнений 

> yifi (O10) = с( о), Ху, Кало) = ¢(a20), 

Ху, (ео) 2 (АСТ + Л(о о) (1 о) +$ 

совместна при любом у 7 0. Если четверка векторов ( f (Q10), f (м0), 

Го), Л (м›2о)) является линейно независимой в КА”, то будет также 
совместна расширенная система (2.2) с добавлением уравнения 

2; (ро) = U(Cflar0))” + Fer0)flor0)] +4 
<“ , 

для любого (1 = 0. А это и значит, что для найденного решения О (мо; у) = 
vn 

= Q'(a20; vy) =0; QO" (a10; vy) = 0, О" (ао; y) #0. Ecnn xe yeTBepKa Bek- 
торов первых и вторых производных линейно зависима, то легко видеть, 

что тогда f (a20) = AUS (a о) + Aof (a о) + Ash (a1 о). Перепишем последнее 
уравнение следующим образом: 

Ху: (аз о) = 

hi Ху: (ео) +2 Ху: (ро) + Аз Ху: (но) = 

N1C(010) + AzC(G20) + As Z [(Fi(@10))” + fi(10) fi(@io)] + A3s. 

(2.2) 

Из JIMHeHHOM He3zaBHCcHMoOcTH f(a19),f(Q20),f (G20) cnenyetT A3 # O. Поз- 
тому выбором некоторого 5 5 0 можно добиться того, чтобы О” (и.о; У) = 
5+ 0, что и требовалось показать. 

Регрессия является плоской, но не лежит на окружности. Очевидно, 
теперь рассуждения можно вести для кривой регрессии, принадлежащей 
плоскости А?. Наблюдения, удовлетворяющие системе (2.1), также лежат 
в этой плоскости. Не останавливаясь подробно на достаточно элементарном 
доказательстве существования @; о, @2 о Таких, что О’(1о; У) =О’ (ао; У) = 

= 0, О” (о; У) = 0, О" (во; У) = 0, заметим лишь, что непринадлеж- 
ность кривой регрессии окружности эквивалентна существованию таких 

УЕК* иа; о = @ро, что О’ (ло; У) = О’ (“о; У) =0, но О" (о; У) #0. 
В завершение доказательства теоремы применим теорему об обратной 

функции: построенное непрерывно дифференцируемое отображение у в 
некоторой точке уз Е К”, что соответствует точке (У1о,..., Уп 2 0, бо, 
Qo) Е К”, имеет якобиан, отличный от нуля, значит, образ отображения 
YW содержит м-мерную окрестность [53], лебегова мера которой больше 
нуля. Теорема доказана. 
Замечание. Если кривая регрессии лежит на окружности, то мно- 

жество наблюдений из А”, приводящих к многостационарным суммам 
квадратов, принадлежит линейному многообразию размерности п - 2, 
проходящему через центр окружности и перпендикулярному к ее плос- 
кости. Лебегова мера линейного многообразия равна нулю. Другими слова- 
ми, утверждение теоремы обратимо. 
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Доказанная теорема имеет одно немаловажное с практической точки 
зрения следствие. Пусть у!,.., У, — имеющиеся конкретные наблюдения. 
Как следует из доказательства теоремы, изменением значений любой пары 
наблюдений можно добиться того, что сумма квадратов будет иметь не- 
сколько стационарных точек, причем эти точки можно выбрать заранее. 
Таким образом, даже в окрестности ”правдоподобных?” значений пара- 
метров, т.е. разумных с точки зрения ”’физики”’ моделируемого процес- 
са, изменение лишь незначительной части наблюдений может привести к 

многостационарной сумме квадратов. 

Теорема 2.2. Пусть f(a) — несводимая регрессия с одним оцениваемым 
параметром, п > 2. Тогда, если выполнено одно из условий: 

либо регрессия имеет бесконечные хвосты, 
либо имеет конечный хвост, но не является плоской (п> 3), 

то найдутся наблюдения у!,..., уп,Оля которых сумма квадратов имеет 
не менее двух локальных минимумов. 
Доказательство. Вместо того чтобы сразу искать два локаль- 

ных минимума О (<), найдем один локальный максимум. Затем покажем, 
что в условиях теоремы это повлечет существование двух локальных 
минимумов. 

Итак, пусть $ > 0 произвольно, м Е К,. Рассмотрим линейную систему 
из двух уравнений с п неизвестными у1,..., Уи: О’(%; У) =0, О" (м; у) = 
= —25, которую перепишем как 

2 у: Ло) = ХЛ) (оо), 
(2.3) 

Ху, (що) = Х [Ищу +1 (во) (о) + 5. 
В силу несводимости регрессии по лемме 2.1 существует % Е А!, для ко- 
торого векторы первых и вторых производных линейно независимы. Тогда 
система (2.3) совместна относительно у|,... , Ум, а множество решений Е 
представляет собой линейное многообразие размерности п — 2. Соответст- 
венно условиям теоремы рассмотрим два случая. 

Регрессия имеет бесконечные хвосты. Пусть у Е Ё; определим два мно- 
жества на (—, со): 

={а< м: О(а;у) < O(a; y)}, 

S, ={a 2 a: Oa;y) < (ao; y)}. 

Эти множества компактны. Действительно, в силу непрерывности О(&) 
они замкнуты. Далее, > /? (о) - ®° при |а| -—°°, поэтому О(&; у) >°° при 
| «| —°®. Значит, 51 и 52 ограничены. Пусть а’ точка минимума О (а; у) 
на 5;,/] =1, 2. Очевидно, аг 7 а2, так как система (2.3) означает, что & — 

точка условного максимума, и слева и справа от нее найдутся точки, в ко- 
торых О(&; у) < О(щ; у). Таким образом, найдены два локальных мини- 
мума О(а; у) на 5, и 5., они остаются таковыми и на всем множестве 
изменения параметра «Е А!. 

Регрессия имеет конечный хвост, но не является плоской. Рассмотрим 
сначала случай, когда регрессия имеет один конечный хвост. Не теряя 
общности можно считать его правым: Нт /(а) = и < ® при а > °°. Теперь 
выберем ао так, чтобы векторы /(%) — и, f (Qo), f (м) были линейно 

(2.4) 
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независимы. Докажем, что если кривая регрессии не является плоской, то 

такая точка существует. Действительно, в противном случае для всех 
1 ЕР 

(а) = са (©) (а) + сз (а) (Ла) — иг), Е=1,...,п. 
Решением этого дифференциального уравнения второго порядка является 

Г: (“) = 81 (<) х;1 +82 (м) х; 2 + и;, что приводит нас к плоской регрессии. 
Найдем теперьуЕ ЕЁ так, чтобы 

О (о; У) = Ny — flag) I? < Iy-—u IP. (2.5) 

Опустим из точки f (dQ) ‚-— и перпендикуляр г на подпространство, натяну- 

тое на векторы /(м), Л/(м). В силу линейной независимости векторов 

Г), (що), Г() - и векторг = 0. Пусть у = yo + Ar, roe Yo CE, A 

действительное число. Легко видеть, что уе 2. Введем функцию 

L=L(A) = ly—ul? — lly —f(ao) I? = 

22 (Yor + Ar{)(F(%) — 4) + UF - F7@o)) = 

2A Ir li? +2 2U(f (ao) —u,) yo; + Wu i? — ИД) В. 

При Л > ® Ё(^) -> ®, поэтому для любого уу Е ЕЁ можно подобрать A, 
а соответственно иуЕ ЕЁ таковым, чтобы (2.5) имело место. Далее, как и 
в предыдущем случае, построим два множества (2.4). Они по-прежнему 
замкнуты. Неравенство же (2.5) приводит к тому, что они будут и огра- 
ниченными, а это означает существование по крайней мере двух локаль- 
ных минимумов О (а; у). 

Еслй регрессия имеет два конечных хвоста, т.е. Шт /(“) =и, а > ®и 
т / (а) =5, а > —©, то можно найти уЕ ЕЁ так, чтобы 

О(щ; У) < шт Ну-ий, Пу-ой}. 

Дальнейшие рассуждения полностью аналогичны предыдущим. Теорема 
доказана. 

Теорема 2.3. В условиях предыдущей теоремы множество наблюдений, 
приводящих к многоэкстремальной сумме квадратов, имеет меру Лебега, 

большую нуля. 
Доказательство. Рассмотрим систему линейных уравнений 

ху: (а) = 2 Л(а) ГК), 
ee _ ° 2 eo 

ZV fla) = = (CAM) +@F@)] + s, 

где 5 пробегает положительные значения, с принадлежит некоторой окрест- 
ности такого значения о, для которого векторы первых и вторых произ- 
водных неколлинеарны. Для доказательства теоремы, очевидно, достаточ- 
но показать, что при этом множество решений (у1, у2,...,У,) Е В" ”за- 
метает” некоторую окрестность в К”. Для этого аналогично доказательству 
теоремы 2.1 построим отображение 

у: (У1,..., Уп-2, С, 5) > (1, ... ‚ Уп), 

где последние два наблюдения у„_| и уп для заданных @ и 5 являются ре- 
шением системы (2.6) (последние два столбца этой системы считаем линей- 

(2.6) 

6. Е.3. Демиденко 81



но независимыми). Покажем, что в некоторой точке якобиан этого отобра- 
жения отличен от нуля. 

Для нахождения якобиана воспользуемся тем же приемом, что и при 
доказательстве теоремы 2.1: продифференцируем систему (2.6) No ans. 
Дифференцирование первого уравнения по а и 5 приведет нас к следующей 
системе: 

  

  

У : On : 1, 
—— _ + = — 

da а "ТО, 
2.7) 

OY n— 1 > дул . 
— fn-1 + = 0. ds if, п-1 95 f, n 

Дифференцирование второго уравнения (2.6) по 5 даст 

OVn—-1 °- OVn| - 
wont fn-1 + n Sh =]. (2.8) 

Os Os 

Как и при доказательстве теоремы 2.1, можно показать, что якобиан 
отображения уравен 

OVn—1 OVn—-1 

да Os 

УТ= | ay, ду, |’ 
ЕР Е 

Заметим, что рассматривая уравнения (2.7) как систему относительно 

величин /п„_1 и/и, можно записать 

1 ” On / ° ] ” OVn-1 / 

In-1 5 Q 55 17 Sh 5 Q о, | J | 

Подставим эти значения в (2.8), откуда найдем искомую величину: 

1 [р 

|7| = > О (а; y)/A(a) = —s/A(a) £0, 

roe A(a) = fn_1(Mfn(@) —fn(@)Fn—1 (a) #0 B некоторой окрестности 0. 

Воспользовавшись теоремой об обратной функции, приходим к оконча- 
тельному доказательству теоремы. 
Замечания. 1. Теоремы 2.1, 2.2 и 2.3 легко обобщаются на случай, 

когда априорное множество параметров есть интервал на прямой, т.е. 

а (а, Ь). Тогда вводим взаимнооднозначное отображение В: (а,Б) > 

> (-°, °) и рассматриваем /:(7) = Л(В()); y E(—™, ©), B(y) = @. 
2. Утверждение теоремы 2.2 для регрессий с бесконечными хвостами бы- 

ло доказано автором ранее [14]. Прежнее доказательство отлича- 
лось от изложенного здесь и носило геометрический характер. 

3. Допустим, закон распределения отклонений Е! ,‚ Е2,..., еп взаимно 
абсолютно непрерывен относительно лебеговой меры (соответствующие 
меры эквивалентны), например, отклонения нормально распределены. 
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Тогда в условиях теорем 2.1 и 2.3 вероятность многостационарности и 
соответственно многоэкстремальности суммы квадратов больше нуля. 

Теперь обратимся к примерам. 
Пример 1. Продолжим рассмотрение параболической регрессии f; (8) 

= Bx, + B°z;. Ina простоты ограничимся случаем п = 2; пусть х, = 1,2: 

= 0, x. =0, 22 = 1. B этом случае Г, (В) = В, Л (В) = В?. На плоскости наблю- 
дений Е? график функции регрессии есть график простейшей параболы 
(В, В?), —° < В < ®. Найдем для этой регрессии область многостационар- 
ности, многоэкстремальности и невыпуклости. Имеем 

О(В) = (у, -В) +(у» — В), 

1 1 
4 9®-Р +o(>-»)-2, 

= — — 2 e 

4 2 

Поэтому область (строгой) выпуклости в «дространство наблюдений для 
этой регрессии есть полупространство у, < 1/2; соответственно обуасть 
невыпуклости: уз > 1/2. Область многостационарности — множество наблю- 
дений (у1, У2), для которых уравнение О’(В) = 0 имеет два действитель- 
ных различных корня. Пользуясь известным критерием существования 
трех различных действительных корней кубического полинома [30], мож- 
но утверждать, что О(В) многостационарна тогда и только тогда, когда 

пя 3 2 У? 4?) ’ 

т.е. если 

3 1 
Y2 > a P+. 

Va 2 
Нетрудно убедиться, что существование для уравнения О’(В) = 0 трех раз- 

личных корней равносильно условию многоэкстремальности, поэтому 
выписанное выше неравенство как раз и задает область многоэкстремаль- 
ности. Область многостационарности, нетрудно проверить, задается не- 
строгим неравенством 

у: 2 > yi? + ~ 3/4 2 

с выколотой точкой (0, 1/2). Все области показаны на рис. 10. На этом 

рисунке для точек У, иу>› функция О (В) имеет два локальных минимума 

(расстояние от точки до кривой — параболы). Точка уз лежит в области 

невыпуклости, но не принадлежит области многоэкстремальности. Для точ- 
ки уд сумма квадратов О(В) не только одноэкстремальна, но и выпукла, 

ве (-°, 0) ° 

Пример. 2. Рассмотрим простейший класс регрессий, не сводимых к ли- 
нейным — квазилинейные регрессии ($ 3, гл. 1). Чтобы не утруждать чи- 
тателя техникой доказательств, разберем лишь случай логлинейной регрес- 
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Одласть много- 
эистремальнос”тт/ 

3/2 1 
Я +> 

  Jaa ch "ly 

УИ ode OS 
bemynnocmu 

ee? 

Рис. 10. Области многоэкстремальности, выпуклости и невыпуклости регрессии-па- 
раболы 

cun f; (a) =ехр (ох; +2}, где —® <За< °,х;,2} — некоторые константы. 
Так, этому классу функций принадлежат производственные функции 
типа Кобба—Дугласа ($ 5, гл. 1). С помощью доказанных теорем покажем, 
что сумма квадратов отклонений, соответствующая этой функции, с ве- 
роятностью, большей нуля, не является унимодальной. 

Логлинейная регрессия, вообще говоря, может иметь один конечный 

хвост (если все х; одного знака). Поэтому необходимо установить, что 
регрессия с функцией Г; (и) =ехр (ах; +2;) не является плоской. Прежде 
всего заметим, что не теряя общности можно считать х; 7 0, так как при- 
сутствие члена (у; — Л; (@))? = (у; —ехр (2;))? в сумме квадратов ме- 
няет последнюю лишь на постоянное значение. Естественно поэтому, чтобы 
х; не все были равны нулю, { =1,...,п. Предположим далее, что х; = 
3 соп${. Векторы первых трех производных, как легко проверить, равны 

И их +2 ахп+2п 
Г= (хе ``... хпе ), 

и ax, +z ‚2 @хп+2 
f =(xje , ',...,Хие " "), 

coe + + 
= (Зе 1" 1... xd ern ny, 

Докажем, что они линейно независимы для любого & Е (- °°, °°), п? 3. 
Пусть Х — матрица 3 Хи, 1-й столбец которой равен (х„, х!, х;)". Извест- 
но, что ранг этой матрицы равен 3. Пусть Ё — диагональная матрица п Х п 

с элементом ехр (ах; + 2;) на диагонали. Тогда легко видеть, что ХЕ = 

= (f, Г, f `).Но гапк Ё'= п, поэтому векторы /, Г и Г линейно независимы 
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в А”. Как следует из теоремы 2.3, множество наблюдений, приводящих к 
мультимодальным суммам квадратов, имеет меру Лебега в К”, большую 
нуля. Можно показать, что этот же результат верен для {[; (м) =8 (ах; +21), 
если # не является квадратичной функцией. 

$ 3. Многоэкстремальность О (и) при т>1 

Теперь образом отображения /: А” —>А”" является поверхность в А”. Как 
и в случае т = 1, предполагаем /Х достаточное число раз непрерывно диффе- 
ренцируемой без особых точек. Другими словами, если Ру; = 9/;/да;, 

то гапК РЁ = т для всех и Е В". Регрессию считаем идентифицируемой, т.е. 
отображение `/ — взаимно однозначным. 

Регрессию при т > 1 называем сводимой к линейной (или просто 
сводимой) ‚ если ее функция имеет вид 

Fi(@) = 81 (@) Xi, + - 2+ 8m (@)Xim +2}; (3.1) 

где & = (а1,..., @т), ху, 2, — константы, 8, (&) — достаточное число раз 

непрерывно дифференцируемые функции. Другими словами, регрессия 
называется сводимой, если переобозначением параметров В; = 8; (и) ее 
можно свести к линейной: 

28) =Вахил + Вох:2 +...+ВтХт + 21. 

Идентифицируемость регрессии и отсутствие особых точек для регрессии 
(3.1) влекут независимость векторов Ху, Х2,..., Хшт, взаимную однознач- 
ность отображения В = #(а) и |98/9“| = 0. Множественную регрессию 
называем несводимой, если Переобозначением параметров она не может 
быть приведена к виду (3.1). 

Множественную регрессию называем гиперплоской, если ее функция 
имеет вид 

(м) = в! (@хл +...+8т (@хт + 8т+1 (@) Ху т+ +2:. (3.2) 

Если векторы Ху, Х2,..., Хт+1 Линейно независимы, то поверхность ги- 
перплоской регрессии лежит в линейном многообразии размерности т + 1. 
Это многообразие представляет собой подпространство размерности т + 1, 

натянутое на векторы Х1,х2,...,Хт, Хт+1 Е К” и сдвинутое на вектор 2. 
Лемма 3.1. Следующие утверждения эквивалентны: 
а) множественная регрессия является сводимой; 

6) для любых а Е Е” и для любых 1,] =1,..., т вектор д*/|д; да, 
является линейной комбинацией т векторов{9//9даи }; 

в) для любой пары а! , и? Е К" каждый из т векторов 9] (м!) [да яв- 
ляется линейной комбинацией т векторов Of (a*)/da,, If (a?)/da2,... 

+, Of (a? )/8a,, - 
Лемма 3.2. Следующие утверждения эквивалентны : 
а) несводимая регрессия является гиперплоской; 

6) для любых а“ Е К" и для любых 1, |, К =1,..., т вектор 
93] (<) [9а; да; дах является линейной комбинацией т + т? векторов 
{ Of (a)/da,;, 37 f(a)/da;da;}; 
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в) Оля любой пары о! ‚ а? Е В” и для любых 1, ] =1,..., т век- 

тор 9? (a* )/0a;0a; является линейной комбинацией 2т векторов 

ЭГ(а! да ,..., 9 (а)/Эат, ЭГ (а ди, ,... , ЭГ (а? )[дет, К=1,2. 
Относительно доказательств этих лемм ограничимся лишь некоторыми 

замечаниями. В одну сторону утверждения легко проверяются непосред- 
ственно дифференцированием функций регрессий. Эта операция, как лег- 
ко видеть, не выводит нас из начального линейного подпространства. В об- 
ратную сторону доказательство опирается на теорию систем линейных диф- 
ференциальных уравнений в частных производных [38]. 

Теорема 3.1. Для любой множественной регрессии, не сводимой к линей- 

ной, множество наблюдений, приводящих к многостационарной сумме 
квадратов, непусто (п > 3). Более того, если регрессия не является гипер- 
плоской, То это множество имеет меру Лебега, большую нулю. 
Доказательство является прямым обобшением доказательства 

теоремы 2.1. Докажем сначала теорему для случая, когда составная матри- 
ца из производных для некоторой пары параметров имеет полный ранг, 
причем 2т< п.Итак, пусть 1 о, 420 Е А” таковы, что 

тапк (Е (ал о), Е(а2о)) = 2т < п. (3.3) 

Найдем наблюдения, для которых сумма квадратов отклонений в выбран- 
ных точках @1о И @›о имеет все частные производные, равные нулю. Эти 
наблюдения являются решением системы линейных уравнений 

Fiy=Fif, Fiy=Fyif, (3.4) 

roe F, =F (ano), fe =f (Oxo), K= 1,2. Ycnosue (3.3) oGecnewnpaet coBme- 
стность системы (3.4) , т.е. непустоту множества ”неудачных” наблюдений. 

Покажем теперь, что лебегова мера этого множества наблюдений больше 
нуля. Для этого докажем сначала, что условие (3.3) имеет место для всех 
и, &)› соответственно из окрестностей Г (1 о), Г (“2о). Действительно, 
условие (3.3) эквивалентно существованию минора 2т Х 2т, отличного 
от нуля. В силу непрерывности производных он не будет равен нулю для 
всех (м, а.) Е И(мо) Х Г(“а›о) (окрестности достаточно малого ра- 

диуса). Далее, как и в теореме 2.1, построим непрерывно дифференцируе- 
мое отображение из А” в К” по правилу 

у: (У1,...,Уи-2т› би ‚2 ) > (У1,...,Ум), 

где последние 2т наблюдений для заданных первых п — 2т наблюдений 
и @!, а› находятся решением системы (3.4). Докажем, что это отображе- 
ние обратимо в некоторой окрестности (у,,..., Уп). Для этого найдем 
его якобиан. Не будем утомлять читателя длинными выкладками, тем 
более, что они являются прямым обобщением соответствующих выкла- 

док теоремы 2.1. Оказывается, что якобиан отображения у с точностью 
до множителей, отличных от нуля, равен | О” (в; у)! -1О” (в; У)|. По- 
кажем, что в условиях теоремы в некоторой точке этот якобиан можно 
сделать отличным от нуля. Поскольку регрессия не является гиперплос- 
кой, то, как следует из леммы 3.2, точки @то И @›о могут быть выбраны 
так, чтобы для некоторых пар ({,]) и (р,г) векторы д? (а, о) де; да; 

и 92/(а›о)[дарда, не являлись линейными комбинациями векторов 
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1 (ото) /дак, Of (a29)/da,, k = 1,..., m. Тогда выбором некоторого 
s € R' можно найти такие уЕ К”, удовлетворяющие системе (3.4), для 
которых | О” (ео; У)| *0, |0" (ао; У)| = 0. Этот набор наблюдений 
может быть получен решением системы (3.4) с добавлением уравнения 

, 9° Л (@ ло) _ (ее) (Ибо? 

i i . да; дих Oa, дах 

  

В силу линейной независимости д?/ (а о)[дарда,, рр г=1,..., т среди 
решений у этой расширенной системы линейных уравнений можно найти 
такое решение Ус, для которого выполняется также второе неравенство 
|1 О" (мо; У)| = 0. Отличие якобиана отображения в точке уу Е К” от 
нуля дает возможность применить теорему об обратной функции, что и 
доказывает теорему в рассмотренном случае. 

Если в составной матрице (РЁ (1 о), Е (&›о)) имеются линейно зависи- 
мые столбцы или 2т > п, то оставляя лишь линейно независимые столбцы 

составной. матрицы, перейдем к матрице полного ранга, для которой все 

утверждения, проведенные в случае (3.3), можно повторить. Теорема 
доказана. 

Следующая теорема является обобщением теоремы 2.3 на многомер- 
ный случай. 

Теорема 3.2. В условиях предыдущей теоремы лебегова мера наблю- 
дений, ‘приводящих к многоэкстремальной сумме квадратов, больше 
нуля. 

Идея доказательства состоит в решении системы линейных уравнений 
относительно у: 

О’(@:;у)=0, 0’(@:;у)=0, 0”! ;у)=25', О"; у)= 25°, 
ИЛИ 

д (и1 ) _ ; ЗИ @) 1) 

  

Lyi ‘д — За а, ——— fila 1), 

д i д FIND 
Sy, ie) = » ль) Л), 

Oa; да © (3.5) 

x _ 9 Ле) _ = 5 (Gn) (Mites) —s! 

71 дада да; дах ee 
9? fir) _ Co Ce 2 

> да, до да, aa, Je 
j=1,...,m, k=1,...,m 

roe S' u 2 — положительно определенные симметрические матрицы т Х т 

из некоторого множества, изоморфного области пространства Е” ("+ 1) /2 
Если векторы этой системы при наблюдениях у!,..., у„ линейно неза- 
висимы, то для любых 5' и 52 система (3.5) имеет решение. Как и при 
доказательстве предыдущих теорем, можно построить отображение у: 
К" > В”. Оно является непрерывно дифференцируемым, его якобиан 
пропорционален произведению определителей |5!||52| = 0. По теореме 
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об обратной функции лебегова мера наблюдений, приводящих к много- 
стационарным 0(&), больше нуля. Если же среди векторов первых и вто- 
рых производных есть линейно зависимые, систему (3.5) можно редуциро- 
вать, т.е. свести к системе полного ранга и рассуждения повторить. 

Пример. Продолжим исследование логлинейной регрессии для случая 
т > 1. Докажем, что эта регрессия не является гиперплоской. Функция 
регрессии логлинейной модели равна /:(&) = ехр(а"х;), #=1,..., п, 

где а" = (@1,...,@т)", х; = (хи,...,Хт)“. Очевидно 

Of — T 
a, x exp(a'x;), 

] 
2 9 _ т 

——___ = хухжехр(а х}), 
да; дих j 

93} _ : 
= хухьхрехр(а Хх). 

00; 00, OO, 

Во-первых, полагая К =], как и в случае т = 1, можно показать, что д? Гда; 

не является линейной комбинацией 9//д%,,.. `Э7Эат. Отсюда по лем- 
ме 3.2 следует, что логлинейная регрессия не является сводимой. Во-вто- 

рых, аналогично можно показать, что 9°//9о7 не является линейной ком- 

бинацией т + т?” векторов{9//да;, д*//де;дах, j=1,...,m, k=1,... 
..., т} — по лемме 3.2 логлинейная регрессия не является гиперплоской. 
Значит, если закон распределения отклонений Ее; взаимно-абсолютно непре- 
рывен с лебеговой мерой в К”, вероятность получения наблюдений, кото- 
рые в логлинейной модели приводят к многостационарным или много- 
экстремальным суммам квадратов, больше нуля. 

Наконец, зададимся вопросом о вероятности неединственности оценки 
МНК. Другими словами, какова вероятность того, что кроме найденного 
значения © = а, доставляющего глобальный минимум О (а), сушествует 
другое, отличное от 4 значение, приводящее к той же сумме квадратов? 

Ответ следует из следующей теоремы. 
Теорема 3.3. Лебегова мера наблюдений, для которых оценка МНК 

неединственна, равна нулю. 

Ограничимся лишь идейной стороной доказательства. Рассуждения бу- 
дем вести для случая т = 1. Множество наблюдений, о которых идет речь 
в теореме, содержится в множестве таких у Е К”, для которых сущест- 
вуют такие a, а, Е К", что 

О’: ;У)=0, 0’(м2;у)=0, О; У)= О(а,; У), 
ИЛИ 

Lifer) = Xie (а), 
Lyi fier) = Ufj(o2) fier), (3.6) 
25( (и ) — (у; = DUP (a1) — USP (a2). 

Допустим, для всех а; #2 TpowKa BeKTOpoB f(a,), f(a.), f(a,) —f(a2) 
линейно независима в К”. Пусть линейно независимыми столбцами соот- 

88



ветствуюшей матрицы являются три последних. Построим отображение 

из R"-! в R": 

у: (V1, cee »Yn—3%1, 2) > (V1, ... ‚Уп), 

где для заданных У1,..., Уп-з, ба, @› три остальных наблюдения нахо- 
дятся из решения системы (3.6). Отображение у является непрерывно 
дифференцируемым. Значит, мера Лебега в К" образа этого отображения 

равна нулю. Если ранг системы Г(а,), Г(а›), Л(и!) — Г(а2) равен двум, 
то одно уравнение системы (3.6) выбросим и повторим рассуждение. 

В заключение сделаем`одно замечание качественного характера. Сумма 
квадратов отклонений часто имеет овражный характер: линии уровня вы- 
тянуты в одном направлении и сжаты в другом. Важно, что эти области 
для нелинейных регрессий существенно нелинейны. В линейной регрессии 
линии уровня тоже могут быть резко сжаты по одному направлению и вы- 
тянуты по другому. Однако это не мешает быстро найти минимум суммы 
квадратов. 

Ослаблению нелинейности регрессии часто помогает операция переобоз- 
начения параметров. Очень важно бывает перед процессом минимизации 

‘суммы квадратов найти такое удачное нелинейное взаимно однозначное 
отображение пространства параметров на себя, которое ”выпрямляет” 

линии уровня!). Отдавая должное подобным преобразованиям, способ- 
ствующим ускорению процесса минимизации, необходимо отметить, что 
они все же неспособны многостационарную (многоэкстремальную) функ- 
цию сделать одностационарной (одноэкстремальной). Докажем это. Пусть 
В = В (и) — взаимно однозначное непрерывно дифференцируемое отобра- 
жение из А” в А”. Пусть 90 () [да = 0, т.е. мо — стационарная точка 
О (<). Тогда Во = В (м) — стационарная точка О в системе параметров В. 
Это следует из равенства 90/98 = (98/9“)-! (90/9). Таким образом, 
если и; = а) — две стационарные точки функции О в системе параметров а, 
то В, = В (м, ) == В (м) = В> в силу однозначности отображения; В,, В. — 
две стационарные точки О в системе параметров В. Аналогично нетрудно. 
показать, что преобразование В локальные минимумы также переводит в 
локальные минимумы. Из однозначности отображения В следует, что су- 
ществование двух локальных минимумов в одной системе параметров ве- 
дет к существованию двух локальных минимумов в другой. 

Факт независимости сушествования многих стационарных (экстремаль- 
ных) точек суммы квадратов от параметризации модели регрессии легко 
понять, прибегая к геометрической интерпретации. Репараметризация мо- 

дели не изменяет образа регрессии /(К”). Сушествование же нескольких 
стационарных или экстремальных точек суммы квадратов целиком зави- 
сит от взаимного расположения векторов наблюдений у Е К" и поверх- 
ности /(В”). Вот почему число таких точек при любых переобозначениях 
остается инвариантным. 

Преобразование ”переобозначение параметров?” не следует путать с пре- 
образованием модели, например, с логарифмированием функции отклика. 

  

1) Примеры подобных переобозначений были приведены в$ 5 гл. 1 и касались про- 
изводственных функций типа СЕ$. В гл. 4 приводятся идеи отыскания подобных 
переобозначений. 
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Последняя операция меняет вид и форму поверхности регрессии, по сути 

дела предлагая минимизировать другую сумму квадратов. Первоначаль- 

ную нелинейную модель с несколькими локальными минимумами подоб- 

ными операциями можно превратить в линейную (пример — логарифми- 

рование логлинейных моделей). 

$ 4. О многостационарности 
математического ожидания суммы квадратов 

Уравнение регрессии, как следует из введения, может быть записано в 
виде (здесь о — истинное значение параметра &) : 

У = (щ)+е, 1=1,...,п, 

Te €4, €2,..., €, — случайные величины с „нулевым математическим 
ожиданием Ее; = 0 и одинаковой дисперсией 0? = Ее; ,i=1,...,”. Han- 
дем сначала математическое ожидание суммы квадратов отклонений. Для 
этого воспользуемся следуюшим преобразованием: 

(у 1 (@))* = [(>:-П(ао)) +( Ло) - ЛГ = 
= (9; — fi(@0))” + 2091 — fi@0)) (ао) — Л) + (о) - Ло). 

По определению 

E(¥;-fi@0))=0, E(¥;-f;@0)) = 

поэтому 

ЕО (<) =ЕХ( у; — (а)? = Х (Ло) - 1 ())* + по”. (4.1) 
В предыдущих параграфах при довольно слабых предположениях было по- 
казано, что сумма квадратов многоэкстремальна с положительной вероят- 
ностью. Верно ли это утверждение в среднем — будет ли многоэкстремаль- 
ной усредненная сумма квадратов (т.е. ее математическое ожидание)? 
Ответ на этот вопрос, как следует из (4.1), эквивалентен вопросу о много- 
экстремальности функции 

O(a; 00) = E (Filo) ~ Filey (4.2) 

для некоторого 0. 
Функция (4.2) может быть получена также вне вероятностных рассуж- 

дений. Допустим, наблюдения таковы, что принадлежат образу f(R™). 
Другими словами, сушествует такое @о, что у; = Х, (мо). Задача заключа- 

ется в нахождении этого ао. Естественно, глобальному минимуму О отве- 

чает © = во; О\(“; мо) = 0. К тому же, если регрессия идентифицируема, 
то решение а = ж единственно. Однако на практике мы не знаем, пдинад- 
лежит ли у образу регрессии или нет, поэтому, как всегда, минимизируем 
О (<; У) некоторыми итерационными методами. Вопрос остается. Будет 
ли минимизируемая функция одноэкстремальной? 

Разумеется, класс нелинейных регрессий с многоэкстремальной сум- 
мой (4.2) будет уже по сравнению с обычной суммой О (а; у), уЕ В" 
Является ли он пустым? Другими словами, можно ли утверждать, „что 
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функция O(a; и) одноэкстремальна (или одностационарна) для всех о 
из априорного множества параметров? К сожалению, ответ отрицательный. 

Рассмотрим ‚простейшую (параболическую) нелинейную регрессию 
Г: (@®) = ах; + а? 2;. В $ 3 было показано, что при @ > 0 сумма квадратов 
для этой регрессии может быть многостационарной, но всегда является 
одноэкстремальной. Здесь будем предполагать, что — < < а < ®. Легко 
проверить, что сумма (4.2) для этой функции равна 

O(a; 00) = (0 — 09)? E (4 + (a + 6) 21), 
1 _, (4.3) 

Оа= 2(@ — о) [Хх + (& + во) 2;)* + (а — во) Х(х; + (& + 0)21)21. 

Первый корень О’, = 0 известен: а = в. В этой точке О достигает своего 

глобального минимума О = 0. Изучим сушествование корней квадратного 
уравнения 

х (х:+ (&+ мо )22)? + (а — м) Х(х: + (& + ао )21)21=0 
1 

Оно имеет два действительных корня, если его дискриминант 
2р=408 (>22)? +4521 5х2 +9($х;21) —8522Хх} 

положителен. Докажем, что при всех @& он неотрицателен. Для этого доста- 

точно показать неотрицательность дискриминанта квадратного уравнения 

относительно 0: 

Па, = 128(522)2 [2271 %х} — (2х; ] > 0 

по неравенству Коши — Буняковского, что и требовалось показать. Таким 
образом, можно утверждать, что если векторы х, 2 © А” не коллинеарны, 

TO для любого о, сумма Q(@; a.) для параболической регрессии много- 
экстремальна. 

Теперь рассмотрим другую, более реальную регрессию, для которой 
ответ прямо противоположен. Итак, пусть Г, (м) = 8 (a*x;) — квазилиней- 
ная регрессия (см. $ 3, гл. 1). Рассмотрим сначала случай одного оцени- 
ваемого параметра. Будем считать & строго возрастающей, т.е. &’> 0. Оче- 
видно, для нее 

O(a;a9) = X(g(aoxi) —s(ex,))*, 

1 >? ’ 

> Qa = У(#(ах;) — 8 (6х) "(ах х:. 

Возможны два варианта. 
А. Последовательность х1,..., хп ”одного знака”. Пусть для опреде- 

ленности х; > 0. Тогда если а < 0, то ах; < вх}: и, в силу возраста- 

ния 8, 8(ах;) < 8 (0х1) и О’ < 0. Еслиа > а, то #(ах!) > # (вх!) и 

О’ > 0. Но О’ (к) = 0, значит, уравнение О’, = 0 имеет единственное реше- 
ние & = 0%. 
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Б. Последовательность х1,..., хи ”имеет разные знаки”. Перенумера- 
цией наблюдений можно добиться того, чтобы х! <...<хк-1<0О0<хХк<... 

...< хи. Соответствуюшим образом разобьем О. = О\ + 0%, где 
_ k-—1 

Q,=2 z ( g(ax;) — 8(aox;))8'(ax;)x;, 

0. = 25 (£(ax;) (вх) ах м. 

Пусть & < ао. Тогда ах; > вх; для? =1,..., ЕК — 1, Поэтому 01 (a) < 0. 

Для х; > 0 имеем ax; < ах, и опять же 0. (®) < 0. Если а > а, то для 

=1,..., К — Тах; < щв% и О! (а) >0. Дляё =К,...,пив этом случае 
ах; > 0х] и 0, («) > 0. Таким образом, как и в случае А, Q' (a) < Опри 

a<Q Hu О’ («) > 0 при а > 0. Следовательно, как и прежде, а = щ — 

единственный корень уравнения О’(а) = 0. | 
Изучим теперь многомерный случай квазилинейной регрессии. Допус- 

тим, помимо корня & = а система уравнений 9О/да = 0 имеет другой 
а& = а;. Соединим точки о и а! прямой Ло + (1-Л)а,, —© < ЛХ °, 
и рассмотрим функцию ` 

Q(A) = Q(Aay +(1 —A)ay). 
Очевидно тогда О’(0) = О’(1) = 0. Таким образом, для того чтобы О была 
одностационарной, достаточно, чтобы она была таковой на любом луче, 
исходяшем из о. Но на луче Аж + (1 -^Л)а, многомерная квазилиней- 
ная регрессия преврашается в одномерную &((Лж + (1 — Л)а, х;)) = 

= (А\: +0), и: = ((% —а@1),х1), %; = (64, х1) ‚ для которой односта- 
ционарность О была доказана ранее. 

Итак, для квазилинейной регрессии математическое ожидание суммы 

квадратов (4.2) является всегда одностационарным (одноэкстремаль- 

ным) !). 
Свойство одностационарности или многостационарности математическо- 

го ожидания суммы квадратов — свойство самой модели регрессии. По- 
HATHO, что чем адекватнее модель, тем менышее количество локальных 
минимумов будет ‘иметь соответствуюшая минимизируемая функция. 
Хотелось бы, чтобы в пределе, т.е. в том случае, когда данные в точности 
ложатся” на модель, сумма квадратов была бы одностационарной (в част- 
ности, многоэкстремальной). Собственно, это и означает одностационар- 
ность функции (4.2). Если для любого и функция (4.2) многостационарна 
по а, то какова бы ни была высокой степень адекватности модели (кото- 

рую измеряем величиной шЁО (а; у)), для некоторых наблюдений сумма 
а 

квадратов будет многостационарной. Это означает, что одностационар- 
ность (4.2) в некотором смысле -— условие ”правильности” (адекватности) 
модели. 

  

') Фактически доказано большее: линейная одностационарность О, т.е. односта- 
ционарность на любом отрезке прямой. 
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Сушествует наглядное условие, практически эквивалентное условию 
одностационарности математического ожидания суммы квадратов. Для 
простоты ограничимся случаем одного оцениваемого параметра. 

Определение. Кривую регрессии / (а), «Е В! , называем однонаправлен- 
ной, если для любого 0% Е А! 

(f(a) — f(ao))"f(@)>0, а>щ, 
и , (4.4) 

(f(a)—f(@o))"f (a)< 0, a< aq. 

Легко видеть, что левые части неравенств в определении совпадают с 
1 — 

производной функции 5 Q(a; a). TlostTomy ecw KpHBaA perpeccHH AB- 

ляется однонаправленной, то функция О (а; мо) будет одностационарной 1). 

Однонаправленность кривой будет сушественно использоваться в сле- 

дующих главах при построении критериев одностационарности суммы 
квадратов. Там же будут приведены достаточные условия однонаправлен- 

ности. 

1) Можно показать, что квазилинейные регрессии являются однонаправленными 
(см. 8 3 гл. 4). 
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ГЛАВА 3 

КРИТЕРИИ ЛОКАЛЬНОЙ ВЫПУКЛОСТИ 

Понятие выпуклой функции является центральным в теории оптимизации. 
В зависимости от того, является ли минимизируемая функция выпуклой 
или нет, можно говорить о применении тех или иных методов минимизации, 
их сходимости и скорости сходимости. Выпуклая функция определяется 
на выпуклом множестве: Говорят, что Р(х), хЕ К” выпукла на выпук- 
лом множестве 5 С Е", если для любых х!, х. Е 5 и любых 0<^<!1 
имеет место неравенство Р(Лх, + 1 -—^Л)х2) SAF (xX,) + (1 —A) FR), 
и строго выпукла, если неравенство является строгим при 0 < A < 1, 
Х1 #X 2. 

К сожалению, на практике минимизируемые функции редко оказыва- 
ются выпуклыми. К подобного рода функциям относится и сумма квад- 
ратов отклонений. Как следует из предыдущей главы, она, вообще гово- 

ря, является не только невыпуклой, но, больше того, многоэкстремальной. 
Поэтому можно говорить лишь о ее локальной выпуклости. Дадим четкое 

определение этому понятию. 
Пусть Е(х) — достаточное число раз непрерывно дифференцируемая 

функция, ограниченная снизу на А”. Говорим, что эта функция (строго) 
локально выпукла в точке хо Е В", если найдется окрестность этой точки 
ненулевого радиуса, в которой Р (х) (строго) выпукла. Говорим, что Р’(х) 
(строго) локально выпукла на открытом (не обязательно выпуклом) 
множестве 5 С В", если она (строго) локально выпукла в каждой точке 
этого множества. Говорим, что Р(х) (строго) локально выпукла на мно- 
жестве 5 (не обязательно открытом) с непустой внутренностью 5, если эта 

функция (строго) локально выпукла на 5. 
Для строгой локальной выпуклости функции Р (х) в точке хо достаточ- 

но, чтобы гессиан 92Р (хо) /0х? был положительно определен. Это следует 
из непрерывности гессиана и непрерывности минимального собственного 
числа как функции элементов матрицы. 

В данной главе строятся критерии локальной выпуклости суммы квадра- 
тов, причем в качестве множества 5 берется множество уровня. Соответст- 
вующие формулы иллюстрируются на некоторых классах нелинейных 
регрессий в $ 3. Последний параграф этой главы посвящен проблеме суже- 
ния априорного множества параметров, которое в контексте рассматривае- 
мых проблем можно понимать как область минимизации суммы квадратов. 
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$ 1. Критерий локальной выпуклости.суммы квадратов 

Итак, рассмотрим сумму квадратов отклонений как функцию параметра 

ae R™: 

0@) - 20-10. 
Для простоты будем считать, что априорное множество параметров Л 
совпадает со всем пространством. Задача состоит в том, чтобы найти такие 
подмножества пространства А”, на которых О(&) была бы локально вы- 
пуклой функцией, т.е. на которых гессиан О (и) был бы положительно опре- 
делен. Для исследуемой функции эти множества удобно искать в классе 
множеств уровня. 

Как легко проверить, 

1 920 
2" "@)F(@) — (у: - Л(@))Ни@); (1.1) 

здесь и далее 

  

. 921; 

да? ' 

— соответственно матрица первых производных порядка п Х т полного 
ранга и матрица вторых производных порядка т Х т функции регрессии. 
Предположим для простоты «Е В!; тогда 

1 420 _., . 
= = ХЛ (а) — Х(у:- Ла) (а) = 
2 da’ 

= If@l? —(y-f@). f@), (1.2) 
где f (a) — BeKTOp п Х 1 первой производной, f (=) — вектор ПХ 1 второй 
производной функции регрессии Г (<) из В", Применим к (1.2) неравен- 
ство Коши _Буняковского: 

1 d’Q | . 
= > Iif@)ll? —lly-—fS@l Ife); (1.3) 
2 аа? 

  F(a) = = На) = 1=1,...,М, 

  

  

поэтому, если обозначить 

_ о ам 
бе = inf — ~~ 

aER" I f(a)ll 

то, как следует из (1.3), для всех & таких, что O(a) < Огс, имеем 
а? О/4а? > 0. Таким образом, нами установлено, что на множестве уровня 

5(Огс) = {аЕ К": О(а)< Arc} (1.5) 
сумма квадратов (строго) локально выпукла!). Нетрудно обобщить этот 
результат на многомерный случай (рис. 11). 

‚ (1.4) 

  

') Нижний индекс ЁС — первые буквы от английского Т.оса]Сопуех — локально 
выпукла, смысл верхней черты у Огс будет объяснен ниже. 
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Q Рис. 11. Множества уровней локальной 
и глобальной выпуклости суммы квад- 
ратов 

Теорема 1.1 (критерий локаль- 
ной выпуклости). Обозначим 

Orc = 
  

_ (vb FT@)F(a)vy 
= inf min . 

aER™ vER™ Y(vTH;(a)v)* 

(1.6) 
Тогда на множестве уровня (1.5) 
сумма квадратов локально вы- 
пукла (гессиан положительно опре- 

делен)!). 
Доказательство. Для то- 

го чтобы гессиан О (<) был по- 

ложительно определен, необходимо и достаточно, чтобы для любого у # 0 

vp*F(a)F(a)v — Х(у,- Ла) ) "Нар > 0. 

Применяя неравенство Коши_Буняковского, получим 

1,00 
2° da? 

> v*F(a)F(a)y — (Z(y;-A@YP "1? [5 ("Нд 2, 

откуда и следует утверждение теоремы. 
В некотором смысле значение (1.6) для данной нелинейной модели 

регрессии является верхней гранью значений сумм квадратов, при которых 
гессиан 9?О/да? положительно определен. Этим объясняется верхняя чер- 
тав (1.6). В последнее утверждение вкладываем следующий смысл: пусть 

Q*> Or с, тогда для данных функций /,(а), {=1,...,п, можно подоб- 
рать такие наблюдения У|,..., уни % Е К", что О(щ; у) = О*, а 
920 (м; У)[9“? не является неотрицательно определенной матрицей. До- 
казательство этого факта следует из достижимости неравенства Коши- 

Буняковского. В связи с этим значения суммы квадратов, меньшие ОГ с, 

будем обозначать Ох с. Тогда для всех а: О (а) < Огс сумма квадратов 
локально выпукла. Значение уровня суммы квадратов (1.6), задаюшее 

локальную выпуклость, не зависит от наблюдений у|,..., Уи. Иногда, 
используя специфику конкретной нелинейной регрессии, удается найти 

более высокое значение уровня, не зависяшее от наблюдений. Это возмож: 
но, в частности, для логлинейных и степенных регрессий (см. $ 3). 

Вычисление значения Ог с по формуле (1.6) в многомерном случае свя: 
зано с неудобством рассмотрения двух минимумов. Ниже будет показано, 
как за счет некоторого понижения Ог св (1.6) можно снять минимум пог. 

  

    
      

  

5(4,с) $(Q;) 

  г 

1 
) Если знаменатель дроби равен нулю, значение дроби полагаем равным + < 
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Предварительно сделаем несколько замечаний по поводу обозначений. 
На протяжении этой книги запись А < В (А < В) для двух симметриче- 
ских матриц одного порядка будет означать, что матрица В-А неотрица- 
тельно (положительно) определена. Если А — симметрическая матрица, 
TO NOD Amin (A) понимаем минимальное собственное число этой матрицы. 
Напомним, что если А — симметрическая матрица, то все ее собственные 
числа действительны; если А >0 (А? 0) то^ша (4) >0 (Amin (A) 20). 

Минимальным обобщенным собственным числом симметрических квад- 
ратных матриц А и В одного порядка называется минимальный корень 
алгебраического уравнения | А — ЛВ| = 0. Если А и В положительно опре- 
делены, то это значение положительно. Можно показать, что оно равно 
минимальному собственному числу матрицы АВ! , которое, как и в случае 
симметрической матрицы, будем обозначать Ам;л (АВ7!). Если минималь- 
ное обобщенное собственное число матриц А и В обозначить через Л ‚, то 
для всех Х < Л, матрица А — ЛВ является положительно определенной. 

Воспользуемся следующим матричным неравенством, которое можно 
рассматривать как обобщение неравенства Коши_Буняковского. 

Лемма 1.1. Пусть e; — действительные числа, Н; — симметрические 
матрицы тХт, 1=1,...,п. Тогда 

(Le,H;)? < De? DH}. (1.7) 

Доказательство!). Обозначим через L диагональную матрицу 
m Xm c i-M диагональным элементом A,;. Очевидно, что 

P(\y, +++ Am) = P(L) = D(A; + ej LY = 0. (1.8) 

PackpoeM CKOOKH: 

P(L)= 2 (H? + е НГ + e,LH; + e? L”) = 

= Le? IG + 

1 
Gey (> ен! + 

    5 eH L+L—, хеН,; + 
1 

>, е; е 

  SH? — —— eH? |= 
, (Ze?) , 

1 
Le? 

1 2 

—_ $ 22 = Le; (2 + Se? Zest) + 

Допустим, что (1.7) не верно. Тогда найдется такой вектор $ Е А”, что 

s*(Le? TH? — (Le;H;)’)s< 0. (1.10) 

    = (De? LH? — (x e;H;) ) . (1.9) 

Положим для ]=1,...,т 

любое, если $,= 0, 
Х; = 

—(Le;H;s),/ Lez /s;, ecnu s; #0. J 

1) В следующем параграфе будет дано другое доказательство этого неравенства. 
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And - s 

Тогда для соответствуюшей диагональной матрицы Ё имеем 

1 
L*+ хан, = 0. 1.11 

Поэтому, домножая (1.9) слева на 5" и справа на $, получим 

s™P(L*)s=—s*[Le? TH; — (Le,;H;)" ]s< 0, 

что противоречит (1.8). Лемма доказана. 
Теорема 1.2. Обозначим. через Ог. с верхнюю грань значений О, при ко- 

торых 

ЕТ (а) Е(а)— О (>Н?(а))!!? >0 УаЕД”, 
Т.е. 

Ос = Ш, Аш [т (а) Е (@) (СН? (@))—"!?]. (1.12) 
aEcR™m 

  

Тогда на множестве уровня 

S(Qic) = {aER™: Qa)< Orc} (1.13) 

сумма квадратов О (&“) строго локально выпукла (в каждой точке 5 (Ог с) 

гессиан О (©) положительно определен)!). 
Доказательство. В принятых обозначениях, как следует из 

предыдущей леммы, 

Хи - fi@))Hi(@) < (ZC -Л у) (ЕНР (а)? = 

= 0"? (©) (НР (@))'". 

Поэтому 

1 20 
2 da? 

откуда и следует утверждение теоремы. 

  > F*(a) F(a) — Q'/? (a) (LH? (a))'/?, 

Пример вычисления Отс, т = 1. Рассмотрим простейший вид нелинейной регрес- 
сии с одним оцениваемым параметром (параболическая регрессия) fi (a) = ax, + 

+ az), i =1,...,”. 9ta perpeccua yxe Ona paccmMoTpeHa paHee B NpenbinymieH rmaBe. 

Как следует из второй главы, при некоторых наблюдениях сумма квадратов этой рег- 
рессии может быть бимодальной, в том числе невыпуклой. Введем векторные обозна- 
чения: х = (х,,..., Хи) 2= (21,...,21и)" (считаем, что х и 2 не коллинеарны). 
Тогда 

(а) =ах+а?2, f(a)= x+2az,  f(@)=2z, 

ОЛ? =412, af al? =8x+2az8?, 
Легко проверить, что 

(1х 121202 — (х, 2)?).   

, 1 
тм 1х+2а2 1? = 5 
a 29 

') Если матрица 2H} (a) вырождена, то обратную матрицу в (1.12) необходимо 
заменить на обобщенную обратную (см., например, [8]). 
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Поэтому для параболической регрессии по формуле (1.4) 

sin* (x, 2)l x 4 
1.14) 

41212 ( 

= 1 
= ——— (fx? zl? — (x, z)?)? = Отс TPT ( (x, Z)") 

Таким образом, можно утверждать, что для всех х Е А! таких, что О (<) < Отс, 

umeem d?Q/da? > 0, 
Для параболической регрессии можно непосредственно найти условие выпуклости 

суммы квадратов. Действительно, как нетрудно убедиться, для этой регрессии 

1 4*0 = >, 252 2 = > a > [60°27 + 6ax,2;+ (xj — 22;y)) = 

6a? Xz? + 6adx,z,+ L(x} — 2z;y,). 

Поэтому d*Q/da? > 0 для всех ах Е КА! тогда и только тогда, когда дискриминант 
соответствующего квадратного трехчлена меньше нуля, другими словами, когда 

р = 36 (Хх;2)? — 24227 U(x} - 2z,y) < 0. 

Последнее неравенство в векторной форме эквивалентно 

41212 (2, у) + 3(х, 2) < 241х112, 

или 

2 4 @&,y) 2,/~ 

рее St. cs OS 3-3 ры 
Последнее неравенство определяет верхнюю границу степени коллинеарности векто- 

ров хи 2. В другой записи, относительно вектора наблюдений у, оно имеет вид 

(2, у) < хи (5-+ соя 

и определяет в А" некоторое полупространство, ограниченное гиперплоскостью с 
направляющим вектором 2. Таким образом, если последнее неравенство для данного 
набора наблюдений имеет место, то сумма квадратов параболической регрессии вы- 
пукла для всех -— < < а < <». 

Задача нахождения оценки снизу для Огс является в общем случае 
многомерной. Ее можно свести к одномерной, рассматривая всевозмож- 
ные прямые в пространстве параметров А” и соответствующие им нели- 

нейные регрессии с одним оцениваемым параметром. 
Итак, рассмотрим множество всех прямых в А”. Их, очевидно, можно 

описать как а = Др + $, ге; Е Е", уЕД", —© < ^< ©. Фиксируем 
эту прямую выбором некоторых ри, $ Е К”. Соответствующая функция 

регрессии есть y(A) = f(Av +s), roe f: R” -> В" — исходная функция 
регрессии. Очевидно 

Ф(^) = Е(ль+$)ь, ФК =иНИКАь+5ь. 

Вычислим для функции регрессии ф(Л) значение Ог с по формуле (1.4). 
Тогда 

  
_ (TFT (Ap + s)F(Av +s) v9? 
Orc, s) = inf 3 

х 2(v°H,(Av + s)v) 

Покажем, что 

Отс = Ш Ос, 5, 
v,sER 

где слева стоит значение, вычисленное по формуле (1.6). Это следует из 
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того, что если Л пробегает значения из К 1, $ из АТ, то при фиксирован. 

ном р значение Ху + 5 ”покрывает” все пространство А”; формально 

о ___ @Е"Оь+ ЕО +3) ь)? 

int ЕС) Е Е тн чо - 
_.. @TFT@)F@)vy _ — 

ра ТН.) “ТС 

  

  

$ 2. Один общий метод получения числовых неравенст» 

В этом параграфе мы сделаем небольшое отступление от развиваемого 
подхода построения критериев проверки совпадения данного локального 
минимума суммы квадратов с глобальным. Здесь будет изложена одна 
идея получения и доказательства числовых неравенств достаточно широ- 
кого класса. Представляется, что предлагаемый метод может иметь общий 
интерес. С помошью этого метода далее будут строиться неравенства, не- 
обходимые для исследования суммы квадратов нелинейной регрессии. 
Излагаемый метод будем называть оптимизационным методом получения 
числовых неравенств. 

Суть этого метода такова. Пусть 5 (а1, 42,..., аи) — непрерывная функ- 
ция на А", относительно которой необходимо установить некоторое нера- 
венство (функция 5 формально может зависеть и от других переменных, 
однако их для простоты во внимание не принимаем). Базой неравенства 
называем множество В С В". Требуем от базы, чтобы она была компак- 
том. Оптимизационный метод будет предложен в случае, когда база зада- 

ется через функцию базы неравенства (корогко: функцию базы); это есть 

непрерывная функция Р(а1, а2,..., а„). Тогда за базу неравенства мож- 
но ВЗЯТЬ 

Biy)={aER": p@)=}, хЕВ', (2.1) 
причем ф таково, что В (ф) = $. Замкнутость В (ф) гарантируется непре- 

рывностью р. Для того чтобы получить вдобавок и ограниченность базы, 
достаточно, например, потребовать, чтобы ”на.бесконечности р было рав- 

но бесконечности”, более точно, чтобы 

|p(a)| >, Nall > &, (2.2) 
Функция базы может быть и векторнозначной, это не принципиально. 

Далее, поскольку В (ф) — комнакт для любого ф, то на нем 5 (а) дости: 
гает своей нижней и верхней границы. Для простоты речь будем вести о 

верхней границе. Пусть для данного ф вектор 4(Ф) дает максимум функ- 

ции 5 (а) на (2.1). Тогда по определению 

S(@)< S@y)) = RY), аЕВф), фЕК!, 
где обозначено 5 (a (2)) = К (+). Но принимая во внимание, что ф = р(а), 
приходим к окончательному неравенству 

5(4)< К(р()), аЕК". 

При нахождении оптимума функции 5 (2) на В (2) можно пользоваться 
методом множителей Лагранжа. 
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Предлагаемый метод может быть использован и тогда, когда множество 
(2.1) не является компактом (как правило, это будет иметь место, если 
р(а) ”не уходит в бесконечность”, т.е. не выполняется (2.2)). Тогда необ- 
ходимо требовать, чтобы для любого ф функция 5 (2) была ограничена 
сверху (или снизу) на В (4). Поясним предлагаемый метод на примерах. 

1. Неравенство Коши—Буняковского. Оно, как известно, имеет вид 

п п п 

1 1 1 

Допустим, нам неизвестно неравенство (2.3), но мы хотим оценить сверху 
величину Х4;Б;. Разумеется, не делая других предположений, функцию 

S(@,,..-,4,) = La;b; 

оценить сверху нельзя, поскольку она неограниченная. Однако это можно 
сделать на компакте. Одним из простейших компактов является сфера 
в А”: 

Biv) ={aER": lal? =}, 920. 

Игак, найдем 

max S(@,...,@,) = max 2a;b;. 
аЕВ(+) . 2а}=ф 

Введем функцию и множитель Лагранжа: 

[(а:,...,аи;^) = Ха: —-^(Ха! -9. 

Необходимое условие экстремума имеет вид 

ОГ 
— = 5b;-2)a;=0, i=1,...,n, 
0a; 

откуда, подставляя Ха; =ф, находим 

2r = :( ? yn 

~\ 2B} 

Таким образом, имеем два решения. Первое соответствует положитель- 
ному значению Л, второе — отрицательному. На основе проведенного ана- 
лиза можно убедиться, что 

  

max Ха; = УФХ, (2.4) 
Ха:=ф 

„пу Ха; = -Уф М УЬ. (2.5) 
a= 

То, что эти значения соответствуют локальным максимуму и минимуму, 
следует из того, что 92[./94? = —2Х (при ^ > 0 гессиан Г, отрицательно 
определен, при Х < 0 положительно определен). Но других стационарных 
точек Ё не имеет, значит, локальные экстремумы совпадают с глобаль- 
ными. Итак, подставляя в (2.4) и (2.5) ф = Ха}, получаем требуемое 
неравенство: 
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2. Неравенство Гёльдера: 

LDa,b;< (Ll a,|?)!/?(L1b, 1%) */4, (2.6) 

roe p21, q2 1, 1/pt+i/q=1. 

С точки зрения рассматриваемого оптимизационного метода неравен. 
ство Гёльдера отличается от неравенства Коши-—Буняковского базой. 
А именно, в (2.6) за базу примем компакт 

B(y) = (a ER": Lla,|? =}, 

который при р>1 является дифференцируемым многообразием. Заме- 

тим прежде всего, что для доказательства (2.6) достаточно считать 
а >0, В; >0. Функция Лагранжа равна 

[(а1,...,аи;^) = Lab; — A(ZaP —y), a,20. 

Необходимое условие экстремума (не теряя в обшности можно считать 

b; > 0, р > 1): 

oL 
— =b,-phra?-'=0, i=1,... да, i— PAG; И. 

Как и в случае неравенства Коши-—Буняковского, последняя система 
имеет два решения в зависимости от знака Л. Положительное, нетрудно 
убедиться, приводит к максимуму, отрицательное — к минимуму. Та- 
ким образом, 

15 < ФИР(Ы 9) 119 
или 

Ха < (ХИаИР)Р(Ь:|9) 119. 
3. Неравенство между средним арифметическим и средним квадрати- 

ческим: 

1 2 1 
€ Ea; ) < — Xa}. (2.7) 

n n 

Положим 

5(@1,...,а„)= Ха,  В(ф)={аЕВ": Ха? =ф}. 

Тогда 

L(Q,..-,4n3A) = 

2 OL . = La;—A(La; —-¥); —- = 1-2da;=0, 1=1,...,п, 
0a; 

откуда следует, что а; = сопз = 1/2. = +(/")!/2. Положительное значение 
корня соответствует максимуму 5, отрицательное — минимуму. Итак, 

—Ул (242)1!2 < Ха, < Уп (2а?2)112, 

что эквивалентно (2.7). 
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Нетрудно доказать обобщение неравенства (2.7): 

1 1 [р 1 1/q 

(5 za?) <(- a4) , a>0, q=p>o. (2.8) 
n n 

В этом случае следует положить 

5(а1,...›@п) = Za?, Р(а1,...,ап)= ат. 

4. Неравенство между средним геометрическим и обобщенным средним 

арифметическим. Положим 
п 

S(@, ... ‚ав)= Il ais 
i=1 

а за функцию базы неравенства возьмем 

п 

Р(@1,...,@и) => la;|?, р>1. 

Найдем 

тах 5(а:,..., ай). 
Р(а:,....,ап)=ф 

Составим функцию Лагранжа: 

п 

Г(ал,... ап; ^) =П а - ACL a; |? — 9). 
1 

Пусть а; > 0, тогда 

OL 
= a-—pdrah-* =0, 1=1,...,п. 

0a; j#i 

  

Домножим каждое из предыдущих равенств на соответствующее а; > 0. 
Тогда 

п 

П 4-р^а1=0, i=1,...,n, 
1 

T.e. a; = const = (y/n)*/? , nostomy (a; > 0) 

max x flat ey, 
Za? 

a а начит, приа; >0 

п 1 п п/р 
Па <(> $42) | 

1 пп 

ИЛИ 

п lon 1/p 
(Па) ” <(; х a?) . (2.9) 
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В частности, при р = п получим следующее неравенство: 

п 1 
Ila;< — Ха”. - (2.10) 

i n ! 

Полагая а; =ехр (ах; /п) , из последнего неравенства получим 

1 п 

exp(ax )< — У ехр(&х)}). (2.11) 
пп 

Оно, кстати, является следствием выпуклости функцииехр. Этим нера. 
венством мы воспользуемся в дальнейшем. 

5. Установим с помощью оптимизационного метода еще одно интересное 
неравенство: 

—1 п п 

> (+1-а,)? <4с0$2 —У а2. (2.12) 
1 an, § 

Положим здесь 

п-1 п 2 

5(а1,...,ап)= z (aj+1 —a;)’, P(a1,.-++4n)=% ay. 

Грубая верхняя rpaHnua win S(@,,...,@,), BbipaxkeHHaad uepe3 p(a,,... 
..+ 4p), YCTaHaBJIMBaeTCA 3IeMeHTapHo : 

n—1 2 п-1 п-1 

S(a1,...,4n)= х Giz 2 ain a+ 2 а:< 

п п 112 "St 4.0/2 2 n <E a? +2(E a?) ( Bah) +E ah <4 a? 
1 2 1 1 

Найдем более точное неравенство. Составим функцию Лагранжа 

п-1 п 

L(aq1,...,4n3A)= > Gi+1 — ai)’ — MZ a; — 9). 

Необходимое условие экстремума имеет вид системы уравнений: 

OL 

  

=2(a,; - а) —2^а, =0, 

  

  

0a; 

aL | 
9 = 2(a; — aj-1) + 2(a; - Gj+,) — 2Aaq; =0, 2Sisn- 1, 

Qj 

OL 
= 2(а, — 4n—1) — 2Aa, = 0. 

дав 

Эта система в матричном виде может быть переписана как 

(Н-^Г)а=0, @а=(а1,..., ап)’, (2.13) 
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где — 

—1 2 —1 0 
—1 , 2 | 

Н = . . . 

0 ° . —1 

LL - 1 1 |     
(2.14) 

— трехдиагональная симметрическая матрица, в которой Ни! =Нип=1, 
остальные диагональные элементы матрицы равны 2; элементы, стоящие 
на соседних параллельных диагоналях, равны —1. Таким образом, 4 яв- 

ляется собственным вектором Н, Х — ее собственным числом. Известно 
[12], что матрица (2.14) имеет и собственных чисел 

ri 

ry = 2(1 —c0s =”). 1=0,1,...,п— 1, 
п 

с соответствующими собственными векторами 

— jn З]т (2n —1)jr 
a.={cos — , cos ye e+, COS —————— }. 

J 2n 2n 2n 

Из (2.13) следует, что 02Ё/0а? =Н - ^[, поэтому для того, чгобы найден- 
ное решение соответствовало максимуму, необходимо, чтобы матрица 
Н -— ^[ была неположительно определена; значит, А должно отвечать макси- 

мальному собственному числу, т.е. 

= 2(1 — cos a) = (1 — co =) 
n n 

с собственным вектором 

  

т 37 (2n -- 1)7\* 
Qn—-1 =(sin — , Hsin Say" sin ADE) 
“т! ( 2n 2n СВ 2n 

Итак, решением системы является вектор @„_1 с точностью до постоян- 
ного множителя. С помощью известных тригонометрических формул 

a (2n + 1) 
cos 5 —cos ——— «a 

  

  

LY sin ia = , 
1 a 

2sin — 

(2n +1) a 

n ne, 2 
LY cosia= 
1 a 

2sin — 
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нетрудно доказать, что 

  

п 2i-1 n QT 
DY cos n= D> cos — i=0 
1 п 1 n 

Поэтому для вектора @ п- 1 

п п 21—1 lon 2i-1 n 
Bap +E sin? SOO ne > E (i cos mj=—, 
1 1 2п 21 п 2 

nwt n=l 2i-1 21+1 \? 
2 (a;+4 —a;)* = У (= 5 nm +sin * = 

1 1 

  

-
.
 
5
 

    

n 2n 

тп n-t 2m 
=2cos? — У (1 -cos * 1), 

2n 1 n 

Ho 

n-1 21 п-1 2п 
2 {1—cos— ij=(n—1)— 2 cos— i= 
1 п 1 n 

20 20 
=(n—1)- E cos —" j+c0s— n= =n. 

n n 

Поэтому 

> (aj+1 —a;)? =2n cos? —. 
1 2п 

Подставляя полученные значения в 5 (а!,...,аи), приходим к неравенст- 
ву (2.12). Напомним, что оно достигается на векторах а = (а1,..., ай), 

коллинеарных @ п_1. Заметим также, что 

п-1 п п 

LD (ан -4)2[У а? <4с0о5? — 14, п->о. 
1 i | 2n 

Предлагаемый метод позволяет. получать неравенства в условиях огра- 
ничений, что классическими методами бывает сделать не всегда просто. 
Рассмотрим, в частности, следующий пример. 

6. Неравенство Коши — Буняковского в условиях линейного ограни: 
п 

чения. Допустим, необходимо оценить сверху сумму Ха:Ь; при условии, 
1 

что 
п 

a a; 2; = 0. (2.15) 

1 

Базой неравенства, очевидно, будет 

Bip) ={aER": lal? =p, (а,5)=0}. 

Составляем функцию Лагранжа: 

(а... ,@п; №, №2) = Ха -— (Zaz —y)—d, Da; g;. 
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Необходимое условие экстремума: 

aL | 
2 — №8=0, 1=1...5п; 
да: 

отсюда 

1 
а; = 2. (b; — Az 8}). (2.16) 

Из условия (2.15) очевидно следует, что 

de = Db; 812g? 
Значение 2^, найдем из условия Х ог =ф: 

21 = [2(6: — № 80)? [6] 1. 

Подставляя найденные значения для Л. ил, в (2.16), получим 
1/2 

ф 

[5(: — 81? ] 11 
Однако нетрудно проверить, что при найденном значении 

D(b; — Ao 81)" = У(Ы:- №8) Ь:= 

= [$51287 — (2681)? ]/5 81. 

  Ха ь, < L(bj do gibi, — ХаЕ:=0. 

  

Поэтому окончательно 

2257 - (Сы)? |1? 
саы <" : SS i8i) (2.17) 

при условии (2.15), или 

УЬ, =!) (Da, b, P< (E02) E02 8), 
ХЕ! 

Последнее неравенство в скалярной форме после элементарных преобразо- 

ваний может быть переписано как 

cos*(a,b)<sin?(g.b), gla. 

Неравенство (2.17) будет существенно использовано нами в следующей 
главе. 

Заметим, что неравенство (2.17) может быть доказано другим, более 
элегантным способом. Из (2.15) при любом КЕ В! по неравенству Коши — 
Буняковского 

(24)? =(Хав- К Ха; 2)? = 

= [2 a,(b; — #81]? < Ха: (Кв), 

HO 

Xb? z gi — (Lb gi) 
Lg , 
  min 2; — К)? = 

откуда и следует (2.17). 
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7. Предлагаемый метод получения неравенств очень удобен в том случае, 
когда необходимо оценить некоторое выражение сверху или снизу в терми- 
нах другого выражения. Разумеется, можно попытаться приспособить для 

этих целей другие известные неравенства, воспользоваться выпуклостью 
или вогнутостью функций; оптимизационный же метод сразу приводит 
к решению. Так, допустим, необходимо оценить снизу выражение 

2X a;(b; + ¢; a;) (2.18) 

в терминах Ха; при условии, что с; > 0. Составляем функцию Лагранжа 

Г(а1,... ап; ^)= Ха; + сга;) — (2a; — 9) 
и находим ее экстремальные точки: 

OL 

да; 

  =b;+2c;a; —A=0, i=1,...,n, 

откуда а; = (^-Ь;)/2с;. Принимая во внимание, что Ха; =ф, находим 

А = (24 +5 ic, ')/ p> с, '. Подставляя в Г найденные значения а; и, опре- 
деляем экстремальное значение функционала (2.18), оно соответствует 

минимуму, поскольку д?[/9а/ =2с; >0. Таким образом, приходим к 
неравенству 

(2Ха+; Вс. 1)? 

Ze; 

Читатель, видимо, согласится с тем, что получить это неравенство (имен- 

но получить, а не доказать) стандартными методами весьма трудно. 

До сих пор техника предлагаемого метода была продемонстрирована на 
достижимых неравенствах. Покажем, как строить недостижимые неравен- 

ства. Так, допустим, необходимо построить оценку сверху для выраже- 

ния (2.18) в терминах > a’ при условии с; >0, Г =1,..., п. Составляем 

функцию Лагранжа 

Г(а1,.... ап; Х) = Ха(ы+са) -^(Ха:-ч). 

Находим экстремальные точки этого функционала а; = b;/(A — с1)/2, 

где Х — корень уравнения 
b? 

i 

  5 a;(b; + cai) AZ —-2 b? ст c; > 0. 

1 у во 2.19) 

4 > (A — с! у 
Экстремальное значение Ё равно 

  

b?(2A—¢;) 

Le = L(A) = t= — (2.20) 
sO 4 ( = ¢)? | 

причем 

а. ›) b? 
Е. 

ах 2 (A — cp? 
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В условиях максимума 921. /да: =2(с; —^) < 0, поэтому Х > с1. Нете- 

ряя общности можно считать 

A > Cn = max cj. (2.21) 

Таким образом, получаем следующее неравенство: 

bi (2A(~) - с1) 
2 aj(bj + cja;) < =~ 2 — i(0; i i) 4 (r — c;)? 

где Х =Х (4) - корень уравнения (2.19), y = D ay Ha MHOxectBe (2.21). 
Неравенство (2.22) неявное, поскольку содержит неявно определяемый 

параметр Л (ф). На его основе мы построим сейчас более грубое (уже не 
достижимое) , но явное неравенство. Применим к левой части (2.19) эле- 

ментарное неравенство Хх; ' 2 п?/ Хг;. Получим 
2 Ь; п? 

  (2.22) 

] 

4 (= 6)? > 45 (^- в / 
  (2.23) 

Поэтому корнем уравнения (2.19) с недостатком будет корень уравнения 
2 

  

  

п 

450 ай 
откуда 

a с: 5: + \ р 

1 = (2.24) 
xb? 

rye 

n2 

D=(2eb;77y—-z (= с2Ь:? — —}. 
t 8 4 

Теперь замечаем, что на множестве (2.21) АГ. /АЛ < 0, поэтому значе- 
ния А снедостатком увеличивают значения Ё.. Итак, окончательно 

1 b*(2 А! — с;) 

5 a;(b; + C;4;) < 4 А, — с.) , (2.25)   

где А, дается выражением (2.24). Очевидно, последнее неравенство имеет 
смысл, если В > 0и^, > си. 

При построении недостижимого неравенства (2.25) было использовано 
неравенство (2.23), на основе которого была затем найдена оценка снизу 
^ (ф). Вместо (2.23) можно взять другое, более простое неравенство 

2 2 
р; 1 р 
т, 

(А 0 ^ 4-я >
|
-
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откуда оценкой снизу для Л (ф) будет ^. =с„ +4ф/|Ь» |. Таким образом, 
вместо ранее полученного неравенства (2.25) получаем еще одно: 

п 

х а(ы+са) < 
=1 i 

n 

bp (en +8 Za; / 1d, | + 5;) 
  

и 
М
з
 

м
 

(6+4 34? /1Ь„ |). 

где 5; = cy -— с >20. 

8. Матричные обобщения некоторых классических неравенств. В даль. 
неишем мы неоднократно будем использовать некоторые матричные нера- 
венства, являющиеся обобщениями некоторых классических неравенств. 
Займемся обобщением наиболее известного классического неравенства — 
неравенства Гельдера (2.6), частным случаем которого является неравенст- 
во Коши -— Буняковского. Обозначим в (2.6) 0 = 1/р, тогда оно перепи. 
шется как 

1/(1—0). 1— 
2 a;b; < (La, oon ) , 0О<9<1, 

где не теряя общности можно считать 4; иБ; неотрицательными числами. 
Менее известно неравенство для значений 9, лежащих вне интервала 

[0,1] *) 
5a); > (Dall? )P(VoU-M)1-8) 9 < oO um 0 > 1, 

roe a; > 0, b; > O, i = 1,...,0. 
Найдем для этих неравенств матричный аналог. Начнем со случая 0 < 

< 0 < 1. Итак, пусть а; г 0, В; — неотрицательно определенная симметри- 
ческая матрица порядка 7"Х т. Тогда утверждаем, что 

La,B, < (Vahl? (>В! -9))1-9, gO <a <1, (2.26) 

где знак неравенства между двумя симметрическими матрицами, как и 
ранее, понимаем в том смысле, что разность между правой и левой частя- 
ми есть неотрицательно определенная матрица. 
Доказательство (2.26). Докажем сначала, что 

2981-89 < 021+ (1—0)В (2.27) 

для произвольных а г 0, 0<0<1,8В- неотрицательно определенная 
симметрическая матрица т Х т. Для диагональной В неравенство сле: 
дует из ”подиагонального” применения элементарного неравенства x? < 
<1 + 0(х — 1), гдех> 0. Для любой симметрической матрицы В возможно 
представление В = РАР*, где Р — ортогональная матрица, Л — диагональ- 
ная матрица, составленная из собственных чисел матрицы В, ”т” — знак 

транспонирования. Тогда В1-® = РА! РТ, где (Л1-®),, = Ато, j= 
=1,..., т. Теперь заметим, что А < В тогда й только тогда, когда ДТАР < 
< D*B D, rne Р— невырожденная матрица того же порядка. Поэтому домно- 

*) Это неравенство также может быть доказано оптимизационным методом. 
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жая (2.27) слева на РТ и справа на Р, придем к эквивалентному неравенст- 
ву с диагональной матрицей, что доказывает (2 27). 

Положим Tenepp B (2.27) 
qil? 

a= ———— —B EE MAB Y-12 Gn, 
у д119 » i 

k k 

roe M = 2 В! (1-9) _ невырожденная матрица, В; г 0, а; г 0. Сумми- 
руя, таким образом, п полученных неравенств и применяя для каждого из 
них неравенство (2.27), получаем 

ail? 
—1/2р1 9) лг—1/2 1-0 z (= <a) (M 12 В /(1-9)м-1/ 1-9 < 

2116 

< (>. = Bale I+(1—0)M— BG yt?) » 91+ (1 —0)1 = Г. 
i 

Но, с другой стороны, левая часть этого неравенства есть 

| 1 1 

_ 2(1-6 2(1—0 > 21709 M G-9) YaBM 20-9) | 
(2a,'") 1 

Поэтому, домножая последнее неравенство слева и справа на М? (1-9), 
придем к (2.26). 

Аналогично доказывается неравенство 

Ха,В: > (5а19)° (В -9))1-9, 0 <0 ии0> 1, (2.28) 

  

где а; > 0, В; — положительно определенная симметрическая матрица, 
Г=1,..., п. Для этого сначала необходимо доказать неравенство 

a°A!-° > gal +(1-O)A, 0 <0 или 0>1, 

где А — диагональная матрица с положительными элементами на диагона- 
ли, а > 0. Последнее неравенство есть следствие выпуклости функции 
x° x > 0 npu 6 <0 um 0 > 1. 

Матричные обобщения неравенства Гельдера — неравенства (2.26) и 
(2.28) — имеют многочисленные следствия. Так, полагая в (2.28) 0 = 2, 
а; = 1/п, получим матричный аналог неравенства между средним ариф- 
метическим и средним гармоническим: 

1 -i.- 
— ХВ, > n( 2B") 1, 
и 

где В; — положительно определенная симметрическая матрица, i= 

=1,. 
 ПОопс‘авляя в (2.26) B; = АР, 1 —0 =р/а, О<р<а, а; = Ип, приходим 

к неравенству 
] 1 Р/4 

1 yap < (“243 , O<pK<eg|. 
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Возведение в степень с показателем |г| < 1 является функцией, матрич- 
но монотонной [32, с. 468] , поэтому 

1 1/p ] 1/q 
(- 247) < (- D4?) ‚1 <р<а, 

— монотонность матричных степенных средних (А; — неотрицательно 
определенная симметрическая матрица). 

Полагая в (2.26) 0 = 1/2, приходим к матричнсму аналогу неравенства 
Коши — Буняковского 

Ха:В; < (242)! (5 В2 1, (2.29) 

которое было доказано ранее (см. лемму 1.1). Известны и другие формы 
этого неравенства. Так, в [40] доказано неравенство 

LF;F; > F;G;(2G,G; )* 2G,F; (2.30) 

roe Fy u Gj; — матрицы соответствующих порядков, + — символ обобщен- 
ного обращения матрицы. 

Теперь перейдем к неравенствам в условиях линейных ограничений. 
Итак, пусть а;, В; — действительные числа, причем на п чисел а:,..., ап 

наложено 7 < п независимых линейных ограничений, которые в векторной 
форме запишем как Ха;д; = 0, где 2; Е Е”. Образуем из векторов {5;} 
матрицу С порядка п Х т. По условию гапК С = т. Задача стоит в оценива- 
нии скалярного произведения (а, Ь) сверху в терминах евклидовой нормы 
Ца}, где а и Б — вектор-столбцы, составленные соответственно иза; H Dj. 
Докажем, что имеет место следующее неравенство: 

(а, 5) < а! [5"(- 6(6"6)!6")Ь] 12,  бтТа=0. (2.31) 

Действительно, пусть Л Е А”, тогда по неравенству Коши — Буняковского 

(a, b) = (@,Ь) — (Ста, ^) = @ь-с^) < Па! Ь - с». 

Но нетрудно показать, что 

min ||}b—GA|l = [670 -— G(G*G)y'G")o}!/?, 
AEGR™ 

откуда и следует (2.31), которое можно назвать обобщением неравенства 
Коши — Буняковского на случай линейных ограничений. В частном случае, 

когда #; — числа, неравенство (2.31) превращается в неравенство (2.17). 
Найдем теперь матричное обобщение неравенства (2.31). Итак, пусть 

В: — неотрицательно определенная симметрическая матрица т Х т, &; — 
вектор-столбец т X 1, Ха:2; = 0. Как следует из неравенства (2.30), 
при С; = а Е В! 

(Са:Е) (Харт < Ха? ЕЕ}. 

В условиях ограничения 4,8; = 0 для любого Х Е А" 

(За,В/' = [Хак(Ви — г) [Хак(В: — Авг )]" < 
< Lat Х (В: - Аг) (В: -Л вт)". (2.32) 

112



Покажем теперь, что для любого ХА Е В" 

D (B; — dg") (Bi — 814") > 

> 2 B? — (|2: |2 )-! Big; ХЕ: В, (2.33) 

причем неравенство превращается в равенство при ^ =Л „=> В, 8; /Х || 2; ||? 
Действительно, пусть и Е А”. Тогда для функции 

Рь(\) = и" (В: - Ав; ) (В: — в АГ) = 

= > Il Byv — 5 (А, v) |2 > P)(A,), 

что доказывает (2.33). Окончательно, с учетом (2.32) и (2.33) получаем 
следующее обобщение неравенства Коши — Буняковского в условиях 
линейного ограничения: 

  

Big; hg Bi 

ХЕ: 
Ха; в: = 0. (2.34) 

Приведенные в этом параграфе неравенства и описанный метод получе- 
ния числовых неравенств будут в дальнейшем неоднократно нами ис- 
пользоваться для Построения аналитических оценок в конкретных не- 
линейных регрессиях. 

(La;B; < lal? [3 — 

$ 3. Примеры вычисления Огс 

Начнем с простых нелинейных регрессий, в которых уровень локальной 
выпуклости находится достаточно точно. Введем класс полилинейных 
регрессий, в некотором роде обобщающих параболическую регрессию, 
рассмотренную ранее. Такие регрессии встречаются, например, в практи- 
ке эконометрического моделирования. Так, допустим, 

Yt = (м, Х;) + Ey, t= 1,...,M, (3.1) 

— некоторая динамическая линейная регрессия, т.е. { — момент времени. 
При этом часто отклонения являются автокоррелированными, т.е. не не- 
зависимыми. Простейшая гипотеза автокорреляции — авторегрессия откло- 
нений первого порядка Е; = ре; _1 + #&,, где р некоторый неизвестный 
коэффициент, #1, ..., Ёп — Ннекоррелируемые случайные отклонения. 
Задача заключается в синхронной оценке т параметров с и Параметра р. 

Дарбиным [58] была предложена следующая простая процедура. Вычтем 
из каждого последующего уравнения регрессии (3.1) предыдущее, домно- 
женное на р, получим 

у: — РУ: -1 = (а,х,)—р(а,х,-1)+6Е; — ре; 1; 

тогда, очевидно, можно записать 

У: = (a,x) + Pyr_1 — p(@,Xr~1) +, (3.2) 

в котором участвующие отклонения являются некоррелируемыми и воз- 
можно применение стандартного МНК. Теперь, однако, регрессия (3.2) 
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будет нелинейной по оцениваемым параметрам; ее перепишем в следую- 
щем виде! ): 

у; = л(@)+е, i= 1,...,0, 

где 

f(0) = Xatpu—pZa, (3.3) 

где Х — матрица п Х т, 1-й вектор-строкой которой является x; ие К”, 

и; = У: 1, 2 — матрица п Х т, 1-й вектор-строкой которой является х;, 

=1,..., п. Регрессию вида (3.3) называем полилинейной. В такой регрес- 
сии при фиксировании одной части параметров другая часть является 
линейной (ср. с регрессиями с линейной частью — $ 5, гл. 1). Характер- 
ной особенностью таких регрессий является то, что матрица вторых про- 
изводных 92//90? не зависит от параметров. 

Найдем для регрессии (3.3) значение От, с. Имеем 

of 
Е = — = [Х- рб, и- 24], 

  

90 

af, [ 0 -2; 2717 0 
A; = 2 = т > LH? = т . 20° |2 0 г |0 (212) 

Найдем значение Ог с по формуле (1.12). По определению От с — такое 
максимальное число 0, что 

Р"Р- УО(ХН?)!!? > 0, аЕ В”, рЕЁК'. (3.4) 

Нормируем неравенство (3.4) следующим образом. Слева и справа до- 

множим его на (ХН;)_!/Ч, тогда 

(LH;)/4FTF(L HH?) */4 — VOI = 

= (ЕН) "Му ЕОНГ и) — УОТ> 0. 
С учетом того, что 

  

Z*Z)y 1/4 0 
(LH?) */4 = | ) wa | 

0 (tr Z™Z)~1/ 

введем следующие матрицы: 

и 
Хо = Х(2"7)- 14, ру = 2(2"7)- 114, и = 0 ( ) 0 ( ) 0 [tr (Z7Z)] 1/4 

Тогда неравенство (3.4) будет эквивалентно 

FiF, — VOI >= 0, : (3.5) 
где 

Fo = [Xo — pZo; Ио — бод]. 

1) Далее для единообразия индекс # заменен на стандартный индекс г. 

114



Итак, искомое значение Ог с, как следует из (3.5) и теоремы 1.2, равно 

Отс = min Amin (Fo Ро). 

Найдем это значение. Пусть у = (и, В) ER™*!, | yi? =I Il? + B? =1. 
По определению 

VOrc = пт |I(Xo — 0Zo)v + (up — Zoa)B Il’, 
v,B,p,a@ 

где минимизация производится по следующему множеству: (а Е К”, 
рЕЁВ!, р ||? + В? =1}. Перегруппируем слагаемые следующим образом: 

Убьс = min ИХор+иоВ — о(рь+аВ)[? = 
и, В, р, а 

= тм п || Хор +ио8 — бо |2. 
v,p 090 

Последняя операция редукции пространства параметров возможна, по- 
скольку, как легко заметить, на параметр 9 = рь + аВ не накладывается 
ограничений. Далее введем составную матрицу И = (Хо, шо). Тогда 

VQOLC = min min m | Woy — 250 |2. 

Iyi=160ER 

Найдем минимум при фиксированном 7. Легко видеть, что эта задача 
сводится к линейной регрессии вектора № на Хо: 

min | Woy —Zo4 II? = Il Wov—Zo0 Il? = 

y"Woll- Zo(Zé Zo) ‘Zo ) Wor = 

¥" [@—Zo(ZoZo) *Zo ) Wo)" [Cf — Zo(ZoZo) Zo) Woly = 
1” Wo Wor. 

Вектор-столбцы матрицы 

Wo = (I-Zo(Z5Zo)"'Zo) Wo, 

как можно показать, представляют собой вектор-столбцы отклонений в 
регрессии 1-го вектор-столбца матрицы Ио на матрицу Со. Таким образом, 
окончательно можно считать 

— \2 УТ п. 
Orc = Amin(Wo Wo). (3.6) 

Введем теперь еще один достаточно широкий класс нелинейных регрес- 
сий. Говорим, что нелинейная регрессия является связной порядка (т, К), 
если ее функция имеет вид 

Л (а) = 81 (@)хи +...+2к(@)хк, 1=1,...,п, 

roe aE R™, 8; (а) — действительные непрерывные функции, ] = 1,2,..., К. 
Коротко соответствующую регрессию называем (т, К) связной. В вектор- 
ном виде (т, К) -связную регреесию можно записать как 

Л (@) = 81 (а) х: +... +8к(@)хк, (3.7) 
где векторы х1,..., хх Е А" называем несущими векторами. Не теряя 
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общности можно считать их линейно независимыми (в противном случае 
можно линейно зависимые векторы выразить через линейно независимые 
и редуцировать регрессию). Очевидно, /(&) Е Ё (х1,...,хк) — линейное 
подлространство, натянутое на векторы х1,...,хХк; этим и объясняется 
название ’’несущие”. В матричной форме (3.7) представимо как 

f(a) = Xg(a), 

где Х — матрица п ХК (]-й вектор-столбец есть х,), 8: Е" > Ю*, т.е. g(a) 
имеет размерность К Х 1. По условию считаем матрицу Х` матрицей полного 
ранга. 

Очевидно, чтобы (т, К)-связная регрессия была идентифицируемой, 
необходимо, чтобы К > т, что в дальнейшем и будем предполагать. 
При т = К (т, К)-связная регрессия сводится к линейной переобозна- 
чением В; = 8,;(а), { =1,..., т (см. предыдущую главу). Наиболее ин- 
тересны случаи, когда К > т. В частности, самый простой из этого клас- 

са вариант К = + 1 будет изучен нами более подробно далее. 
Нетрудно доказать, что если в (т, К)-связной регрессии 

| 5(&) || > <, [а| = <, (3.8) 

To Of = © (предполагаем, что априорное множество параметров Л = А”). 
Действительно, используя неравенство |и — и|| > |и| - 19|, можно 

заметить, что 

lly —Xg(a) ll = [Х=(@) | — ПУ. 

Но 

| ХЕ (а) |? = g™(a@)X*Xg(a) > Il g(@) Il’ Amin(X"X), 
поэтому в условиях полного ранга матрицы Х имеем ^ш:п(Х”Х) > 0, от- 

куда следует, что || Хя(“) || - ®° при | а || - ®°, а значит, Ор = ®. Таким об- 
разом, в условиях (3.8) нижняя грань О(&) для (т, К)-связной регрессии 

достижима на К”", т.е. оценка МНК существует. 
В (т, К) -связной регрессии удобно прибегнуть к переобозначению пара- 

метров (см. $ 1, гл. 1). Допустим, среди & функций { 5;(а),]/=1,...,К} 
найдутся такие, которые отображают А” на А” взаимно однозначно. 

Пусть ими являются 7 первых функций. Итак, обозначим 

By = 81 (@),...,Вт = &т (@), a е^”. 

В силу однозначности можно определить 

a = 8" (В). 
Тогда остальные К — т функций 8; могут быть выражены через новые 

координаты как 

g(a) = 3)(g '(6)) = hym(B), 1 =т+1....,К. 

Итак, переобозначением параметров (т, К) -связную рсгрессию (3.7) можно 
свести к виду 

(В) = Вах, +...+Втхт +11 (В) хт+1+...+Йк_-т(В)хк, ВЕК". 

(3.9) 
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Представление (3.9) называем каноническим. Название ”связная perpec- 
сия’’ объясняем тем, что в регрессии (3.9) на параметры 0; =В.,...,.0т = 
= В, 9 т-1 =Й,(В),..., 0х = Ик_ m(B) наложено К - т связей вида 

й,;(0)=0;+т, 1=1,... ‚К-т, 0 = (01,. ..,0т)- 

Класс (т, К)-связных регрессий весьма широк. Достаточно заметить, 
что любую нелинейную регрессию можно считать (т, п)-связной. Дейст- 

вительно, обозначим х; = (1,0,...,0),...,х,= (0,...,0,1) - орт-базис 
пространства А”. Тогда 

F(@) = fi(@) x1 thx. +... +h (@) Xn, 

что и означает (т, п)-связность исходной регрессии. Сложность регрессии 
можно характеризовать разностью К — т: при К — т = 0 регрессия сводит- 
ся к линейной, при К — т=п — т регрессия имеет общий вид. 

Остановимся подробнее на наиболее простом случае А — т = 1. В кано- 
ническом представлении (т, т + 1)-связная регрессия имеет вид 

f(a) = 1х, +...+ат хт +0(а)2, a ER”. (3.10) 

Будем предполагать, что априорное множество параметров для (3.10) 
есть Л = Е”; несущие векторы х!,..., Хт, 2 Е КП считаем линейно не- 
зависимыми; функция и(а) непрерывна и достаточное число раз диф- 
ференцируема. 

Прежде всего заметим, что если (т, К)-связная регрессия допускает 

каноническое представление (3.9), то О: = ®°, носкольку в условиях (3.9) 

12(8) |? = Well? + AB? = BI? >, В = =. 

Таким образом, для (3.9) нижняя грань суммы квадратов достигается 
на Е” (условие (3.8) для нее выполнено). 

Найдем для регрессии (3.10) значение О; с. Нетрудно видеть, что для 
этой регрессии 

Of; fi 
— = K;+Z; Qa , а i + 2;q(a) a 

где Ki € R™ ectb i-a BeKTOp-crpoKa MaTpHubL X, T.e. K ; = (Xj;1,%;2.---»Xim)' > 

q(a) = dv/da © R™, h(a) = 97v/da? — cummetpnueckan MatTpuua m X т. 
Поэтому в ранее принятых обозначениях 

  = 2: й (а), 

F* (a) F(a) = 2 (kj +2;9(@)) (kK; +2;q(@))", 

YH?(a) = h?(a) |2. 

Nonoxum hy(a) = (h?(a))!/? nw заметим, что в данном случае Н;(“) = 
=2:й(&), поэтому значение (1.12) совпадает с О, с. Как следует из тео- 
ремы 1.1, тогда 

\/9, = = inf mi РТУ (К! + 219 (а) (к; + 2:4(@)) "р 
Onc = infmin |2 Нити. (@)р 
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Относительно матрицы й(&) рассмотрим два варианта; будем сначала 
считать, что 

h4(@@) <U, a ER", (3.11) 

где U — известная симметрическая положительно определенная матрица 

т Хт. Тогда. 

ит («р < р" Ор. 

Покажем далее, что 

% (к: +217) (к:+2:7)" > Х;Х,, yER™, (3.12) 

где Х, — матрица, /-я вектор-строка которой представляет собой остатки от 
регрессии х; на 2Е К”, другими словами, 

Х ¢ ") X = — 22 . 

° И2 |2 

Неравенство (3.12) устанавливается методами линейного регрессионного 
анализа. Для доказательства сначала найдем минимум по уЕ А! выражения 

vTL ket zy) kp tz)" = Z [ke r) +210, YP 

pu puKcHpoBaHHoM p € R™, ToT MHHAMyM paBeH 
‚` 

yp™X? ( — 5 zo") Xv, 
|2] 

а это ведет к неравенству (3.12). Итак, с учетом (3.11) и (3.12) получим 

окончательную оценку снизу величины Огс для (т, т + 1)-связной рег- 
рессии: 

  

  

_ 1 . 
Отс > Tze Ninin(X7X,U') = Orc. (3.13) 

Теперь построим оценку снизу для О; с в рамках иного предположения 
о гессиане й(<) ‚ а именно предположим, что 

hs(a) < cq(a)q7™(@), «ЕВ", 
где с > Оизвестно. Обозначим 4(&“)’= у Е Е” инайдем 

РТУ (к: +217) (к +17)ь _ 
  

  

min 5 
›, т (р, 7) 

_ _ У((ьр +02)? 
= min min 5 

и 9 6 

Элементарными средствами можно показать, что последний минимум по 
9 при фиксированном и равен 

D (2; (Ki, ») V2 1? РТХТ72 Ху р 
————— |7 = —-— 17 > 

УХ (кр): РТХТХу 

где 2 — диагональная матрица, 21 =21,#=1,...,п; окончательно в усло- 
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виях принятого предположения можно записать следующую оценку снизу: 

_ 1 1 

Orc 2 Otc = {> 
c* (zl? 

Рассмотрим теперь некоторые примеры квазилинейных регрессий (см. 

$ 3, гл. 1). Начнем с логлинейных; в этом случае 

1. (®) = ехр (а"х;), i = 1,...,0. 

Легко проверить, что 

мл, эл 
да о д 

где /; = /,(“м). Регрессию считаем идентифицируемой, что эквивалентно 
линейной независимости вектор-столбцов матрицы Х порядка п Х т, век- 

тор-строками которой служат х,'. 

Для простоты изучим пока случай т = 1. Тогда для логлинейной регрес- 
сии с одним оцениваемым параметром 

(Dx; e *iy 

2 т[Х*22Х("Х):!] — |. (3.14) 

T 

= хх; Л, 

  Отс = inf ды, (3.15) 

К сожалению, если х!1,..., Хп — Последовательность одного знака и на 

&« не наложено ограничений, то Огс = 0. Действительно, пусть, не теряя 
общности, х; >0,71=1,...,п (наблюдения с нулевыми х; можно исклю- 
чить из анализа). Устремим в дроби правой части (3.15) а —— ©. Числитель 
имеет порядок хи:пехр(4а&хш:п), а знаменатель х4:техр(2 ахти), 
поэтому вся дробь при @ > — © эквивалентна ехр(2ахт:п) - 0. Таким 
образом, наш анализ, использующий теоремы 1.1 и 1.2 для логлинейной 

регрессии, оказывается несостоятельным, так как Огс = 0. Для этой 
регрессии, однако, можно несколько модифицировать процедуру на- 
хождения уровня локальной выпуклости, которая уже приведет к по- 
ложительному результату (другой путь преодоления указанных трудностей 
описывается в следующем параграфе). 

Вернемся опять к многомерному случаю т > 1. Гессиан для логлиней- 
ной модели регрессии равен 

92 

ve = 2X*DX, (3.16) 

где Х — матрица п Х т, Г-й вектор-строкой которой является x; ; D- 

диагональная матрица n X п, Й-й элемент которой есть exp(a’ "хх 
Х (2ехр@*"х;) — у). В [15] предлагается следующий критерий совпа- 
дения локального минимума с глобальным. Гессиан логлинейной рег- 
рессии, как следует из (3.16), будет положительно определен, если Ру; > 0, 
т.е.если 

2ехр(а"х;) -у > 0, #=1,...,п 

(будем для простоты считать у; > 0). Таким образом, на множестве 
(многограннике) 

S ={aER™: a*x,;>Iny;—1n2, i=1,...,n)} 
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сумма квадратов отклонений О(“) выпукла. Оценим снизу сумму квад- 
ратов на дополнении к этому множеству, а именно оценим снизу величину 

inf Q(qa). 
aé$ 

Ecnu a & §, To naiipetca takoe j € [1,n], 418 KoToporo 

1 atx: 
5 у-е“ “120 

1 
уе" =! > 3 > 0, 

поэтому 

1 
(0-е 27} > — у? 

«>
 

Значит, если a@ ES, TO 

e 1 1 _ т. 2 2 2 
О (<) ~ У (у; —ехр (a x;)) 2.7 2 1 Ут 

где уп = пуп ( у2, у2,...,У2) — квадрат минимального из всех положи- 
тельных наблюдений. Итак, доказано, что если 

1 
M0) <7 Ут, (3.17) 

то а Е бид?О/да? > 0. Помимо того что неравенство (3.17) задает усло- 
вие положительной определенности гессиана, оно решает основную зада- 
чу — проверку совпадения локального минимума с глобальным. А именно, 
если 4 — стационарная точка, причем О (а) < ул п/4, то а — точка глобаль- 
ного минимума суммы квадратов логлинейной регрессии. Действительно, 
поскольку 5 выпукло, то для всех «Е 5 имеем О(&) > О (а), ата в силу 
выпуклости О(“). Для всех а & 5 по ycnosuw O(a) > yin/4 > O(a). 
Таким образом, для всех «Е Е" 

О(<) > 0(а), «та, 

что и требовалось доказать. 
Сейчас оценка (3.17) будет усилена. Для этого выразим диагональные 

элементы матрицы Д через у; ие; =у; — ехр(а"х;). Легко проверить, что 

D;; = У; — Зе; у: +2е,, f= 1,...,n. 

Найдем в терминах значения О(&) условие положительной определенности 

гессиана. Используя ранее введенные обозначения, получим 

  

1 д20 
7 5 = 2 (72 —3е у; +26?) жх: = 

= Ух: м — (Ley xjpxi +2 D( yi — ee Xi )- (3.18) 
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Но по матричному аналогу неравенства Коши — Буняковского (2.29) 

Leryixixy < (Zej (Ly x; Papa ?. (3.19) 
Далее замечаем, что (у; — e;)e; S У; [4, поэтому с учетом (3.19) получим 

1 920 

2 de? 

где 

А = ух, х:, B= Ly? ix, Px, x7 (3.21) 
ica’ 

  

. | 1 
> A—(Le?) Ppl? — 34 = А-В", (3.20) 

— матрицы порядка т Х т. Таким образом, как следует из (3.20), для 
того чтобы 9?0О/да? > 0, достаточно. чтобы 

1 
— A~(Le7)'/*Bi/2 > 0, 
2 I 

T.e. 

1 
Orc = 4 ^2 in(AB—t/?), (3.22) 

Теперь остановимся на другом интересном и достаточно простом классе 
квазилинейных регрессий — степенных регрессиях, т.е. регрессиях, функция 
которых имеет вид 

fi(@) = (a, x))’, p #0. (3.23) 

В рамках (3.23) будем предполагать, что х1,..., Хи Е Е” линейно неза- 
висимы и однонаправлены ($ 2, гл. 1). Чтобы задача была корректной, 
будем считать, что априорное множество параметров есть 

A ={a ER”: (x;,a) > 0, i = 1,...,n}. (3.24) 

Из однонаправленности следует, что Л == $. Таким образом, для (3.23) 

&(Е) = ЕР, Ё> О (см. $ 3, гл. 1). 
Очевидно, для степенных регрессий 

  

1 920 
— = X™D(a)X, 
2 da? гро) 

где D(a) — диагональная матрица п Х п с диагональным элементом 

Ри = рЕР-*(@Р- ПЕР -(р- Пу), (3.25) 

где для краткости обозначено &; = (а, х,;) > 0. Исследование положитель- 
ной определенности гессиана разбивается на несколько случаев. Самый 
простой случай 1/2 <р< 1, так как при этом 2р- 12 0,р-1< 0; поэто- 
му, если у; > 0 (что в рамках степенных регрессий следует считать есте- 
ственным), то Оу > 0. Итак, если наблюдения у; положительны, то при 
1/2 < р < 1! сумма квадратов является выпуклой функцией. 

Исследуем положительную определенность гессиана в других случаях. 
Это исследование во многом похоже на предыдущий класс регрессий — 
логлинейные регрессии. 
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’ Итак, пусть 0 < р < 112. В этом случае гессиан положительно определен 
на множестве 

5 ={аЕ К”: (2р- ПЕР -(р- Пу > 0,1 =1,...,п} = 

m т 1-р 1/р 

= ае К: ах; < 13 У: ‚1=1,...,П 
—2p 

— выпуклый многогранник в А”. Проведем элементарные преобразо- 
вания: 

(2p — 1) &? —(p—1) yi: = ру: -И —2Р) (&?-уУ). 

Поэтому Ду; > 0, если для каждого #=1,...,п 

  

  

ЕР —JY; < Yi» 
1—2p 

что влечет 

2 

2° Р 2 
(ЕР —У) < 1—2p У; . 

Рассуждая, как и в случае логлинейной регрессии, можно утверждать, что 
если 

О (<) < (   
2 

2 ins 3.26 =) Ут п ( ) 

где ут:п — Минимальное наблюдение, то .92О/да? > 0. Больше того, по- 
скольку множество положительной определенности О(«) выпукло, то 
если аЕ 5 таково, что 9О(а)/да = Ои 

2 

О (а) < ( ) Yinin» (3.27)   

1—2p 

то 4 — точка глобального минимума суммы квадратов. 
Точно так же проводится анализ в других ситуациях, когда р > 1 или 

р < 0; ответ тот же: на множестве (3.26) 92О0/да? > 0, причем если 
90 (а) [9& =Ои имеет место (3.27), то а — точка глобального минимума. 

Оценка (3.27) довольно груба. Покажем, как ее улучшить, на примере 
р> 2 (считая у; > 0). Имеем 

1 
р = p&?P-2 _(p—1)(y;— EP )EP-?. 

Выражаем Д/;; через у; ие; =У; —Ё?, т.е. & = (уе): 

2 2 
1 2—- 1-- 
> Di = P(yi-e) ГР —(P-Nel(yi-e) ТР. (3.28) 

Оценим (3.28) снизу. Сделаем это сначала для первого слагаемого; для 
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5
 

этого применим неравенство (1 —х)” > 1- их прих< 1, и> 1: 
2 — 

2-- 2-- e 
(yi — 4) Pry, (= ° > 

2 2 
2-= 2-- 2(p-1 1—— 

жур) аи 
Оценим снизу второе слагаемое (3.28); для этого воспользуемся следую- 
щим неравенством: 

и 

— (у-х)”х > _ 1 1 — 1 ) у’+1, 

p+ +1 

— © ху, рт У . . <х< >0, y>O (3.29) 

Доказательство этого неравенства элементарно: рассмотрим функцию 

действительного переменного 

Ф(х) = —(y—x)’x, х<у и>0, у>0. 

Имеем Ф(0) = Ф(у) = 0, Ф(х) > 0 при х < 0; 

b= (y—x)’ "[@+1)x-y], 
поэтому минимум Ф(х) достигается при х = у/(р + 1). Подстановкой 
этого значения в функцию Ф(х) и получаем требуемое неравенство. 

Итак, применяя (3.29) ко второму слагаемому (3.28), получим 

Ср 2 1) 
ПР р — (p — 1)e;( yi — ey) 2-5 ( — so)? 

  

2 

Собирая воедино обе оценки снизу, получим оценку снизу выраже- 
ния (3.28): , 

     

  

202) 

1 2-2 2(р-1) 1-2 
— Di 2py, ° ~——eay; Р-2(- = 
p 2 GO. 1) 

2 2 2—- 2 1 - 
=Ку Р -(2 -2 ey, ms 

где 

р-2 

1-р р-2\ 2 

В = В(р) = РТ -4 ? |—— (3.30) 
p-1 

Тогда 

1 9? _2 2 _2 
г 2е >ЕХу, Рхх: -6-=)=» €;X;X; 
2p da? 
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Ко второму слагаемому применяем матричный аналог неравенства Коши - 
Буняковского (2.29) 

1-2 
T 

Ху, Pexixi < 

2(р-2) т 

< (Хе) (Ху, Ро | 2жх,), 

откуда следует, что гессиан будет положительно определен, если 

Q(a) < Orc = Anin(AB™"”), 

где 

2(р-1) 4 2 2(p—2) —_ p- 1 i 

A=RXy, Р x;xj, po ea Ху, P  Wxz ll? xix7. 
| Р 

Итак, в случае степенной регрессии (3.23) при р >2иу; > 0 для всех 

a & Л таких, что О(а) < Ог с, гессиан д*О/да? положительно определен. 

$ 4. Сужение априорного множества параметров 

В предыдущем параграфе на примере логлинейной функции было показано, 

что значение От, с может оказаться равным нулю, и Поэтому предлагаемый 

подход становится недееспособным. Можно ли преодолеть это препятствие, 
может быть, имеет смысл сузить априорное множество параметров, удалив 

из него те множества, которые заведомо не содержат стационарных точек? 
Поставленную задачу и решает описываемый в этом параграфе метод. 

Напомним, что нашей основной целью является построение критериев 

проверки совпадения локального минимума суммы квадратов с глобаль- 
ным. В этой связи, просматривая все априорное множество параметров, 
исключим из него те точки, в которых заведомо не может существовать 
локального минимума, а более строго, — стационарной точки. Естественно, 

если не привлекать дополнительных сведений о функции регрессии, то 
сокращение априорного множества параметров в принятом выше смысле 
невозможно. Здесь предлагается информацию о регрессии использовать 
в виде ее направленности. Начнем со случая одномерного параметра 

a€ AC R', rpe A — исходное выпуклое множество параметров. 

Определение. Говорим, что функция регрессии f(a) C R” umeet KOHyC 

направлений !) К, если 

(а) ЕК Ча ЕЛ, (4.1) 

где К — конусв К" Минимальным конусом направлений называем конус, 

натянутый на множество (Г(а), “Е Л}. 

1) Ср. с определением конуса принадлежности ($ 1, гл. 2). 
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Предполагаем, что конус направлений является заостренным. 
В дальнейшем мы не раз будем характеризовать регрессию своим кону- 

сом направлений. Для линейных регрессий и регрессий, сводящихся к ли- 
нейным (см. предыдущую главу), минимальным конусом направлений 
будет луч (т = 1). Действительно, регрессия с одним оцениваемым пата- 
метром, сводящаяся к линейной, имеет вид 

Л(а) = 8(а)х +2, aER', 
< e;.: 

поэтому конус HalipaBnennit ectb K = {y © R": y=dAg (a)x, AS O}. 
Конус направлений — одна из важнейших качественных характеристик не- 
линейной регрессии. Выпишем градиент суммы квадратов в одномерном 
случае: 

> 0'(а) = (е(а), f(a), 
где е (м) = (а) -уЕ В". Обращаясь к $ 2 гл. 1, можно утверждать. что 

если е(а) Е К” — положительно сопряженный открытый конус. то 

Q' (a) > 0; еслие(а) Е К’ — отрицательно сопряженный открытый ко- 

нус, то Q' (a) < 0. Из условия заостренности конуса следует, что К” = ф, 

К” 3 ф. Итак, в пространстве наблюдений в условиях (4.1) можно выде- 

лить два множества, на которых О’(<) = 0. Другими словами, если 

(а) ЕУ+К” или Г(а) ЕУ+К,, (4.2) 

то для соответствующего х Е ЛиуЕ В" имеем О’(<) +0. Из условий 
(4.2) для данного у уже нетрудно определить ту часть ЛА’ С Л, для которой 

О’ (=) 0: «Е Л’ - суженное априорное множество параметров. 

Описанный прием сформулируем в виде теоремы. 

Теорема 4.1. Пусть т = 1, а конус направлений регрессии К заострен. 

Тогда для всех а Е Л'С Л, для которых имеет место (4.2), где К” и 

К” — соответственно открытый отрицательно и положительно сопряженные 

конусы, имеем О" (&) +0. 
Предлагаемый метод продемонстрируем на примере логлинейной 

регрессии 

f(a) =e°™!, 1=1,...,п, аЕ (-ю, 5). 

Будем считать х; положительными (для отрицательных х; исследование 
проводится аналогично). Как было отмечено, при этом значение (3.15) 
равно нулю. Сузим априорное множество параметров, выделив в нем те точ- 

ки а, для которых заведомо О’(&) 7 0. Вектор производной этой регрес- 
сии равен 

F(a) = (х1е“*1, хе“, ..., хпе@Хп). 

Сразу замечаем, что fi (a) > 0, поскольку х; > 0, ¢ =1,..., п. Другими 
~] n и 

словами, /(а) имеет конус направлений А, ={2: 2; > 0}. Замечаем, что 

конусом, отрицательно сопряженным к А”, будет В” = {2: 2; < 0}; 
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конусом, положительно сопряженным к А”, будет сам конус К”. 
Отсюда заключаем, что если у — Г(а) Е КП, то О’(&) < 0; если 

п . 
y — f(a) © R_, To Q'(a) > 0, roe Л; = ent Будем сначала считать, что 
у; >0,1=1,..., п. Тогда первое условие означает 

У; — ехр (ах;) > 0, =1,..., ПМ, 

второе 

У: — ехр(ах;) < 0, =1,..., М, 

откуда следует, что если 

In y; : 
а. < шт ——^ =а, либо a > мах — РР = Ь, (4.3) 

i Ж i xX; 

то О’(&) = 0. Таким образом, при у; > 0, х, >0,1=1...., п, в логлиней- 
ной регрессии с одним оцениваемым параметром ыы априорным 
множеством параметров можно считать Л’ = [а, 6], где а и Ё задаются 
выражениями (4. 3). Если а & Л’, то О’ (а) +0. Таким образом, минимум 
O(a) nexuts A’. 

Рассмотрим теперь случай, когда некоторые из наблюдений У; неполо- 
жительны; так, допустим, что у; < 0,1 =1, ..., К < п. Тогда условие 
у — /(а) Е К, не выполнимо (т.е. при этом всегда О’(а) > 0). Условие 
у - Л(а) Е К’ ведет к системе неравенств у; —ехр (ах) < 0,1 >, отку- 
да следует, что если 

In y; 
a> max——=c, 

i>m>k м 

To Q'(a) >0. Итак, в условиях неположительных наблюдений (x; > 0) 

суженное априорное множество параметров есть Л’ = (С, o.). 3ameTHM, ¥TO 

если К =и, то О’(&) > 0 для всех —< < а < со; в этом случае нижняя 
грань О(«) не достигается, т.е. оценка МНК не существует. 

Как использовать суженное априорное множество параметров? Если оно 

ограничено (как в случае логлинейной регрессии при х; > 0, у; > 0), то 
методами перебора, деления пополам или методом хорд можно легко найти 

корень уравнения О’(&) = 0. Ограниченность Л’ приводит, в частности, 

к тому, что Огс >0 на Л,. 

Продолжим рассмотрение логлинейной регрессии с х; > 0. Как следует 

из предыдущего параграфа, О гс =0 при а Е (—с, ©). Найдем нетри- 

виальную оценку снизу для Огс на Л’ = [а,Ь] (будем считать у; > 0); 
напомним, что для логлинейной регрессии 

(У хе" “м1 
  Отс = Ш 

4. 2ах; 
аел Ух;:е 
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Используя выпуклость ехр, по неравенству Иенсена получаем 

3 Хх; 

Ух? |’ i 

  

2ах; 
хе > Хх} ехр [2а 

поэтому 

Отс > ШЕ(Х х2 т (а), 

где 

2>х, 
T(a) = Dx? exp|2alx; — ar 

i 

Будем считать наблюдения ранжированными по возрастанию х;; таким 

образом, 0 < х, <х. < ... < жи. Рассмотрим два случая: 

AY x, <2 2 xF/2x*, rorma Т(а) — убывающая функция, поэтому для 

а Е Л'=[а, Ь] имеем Т(а) < Т(а); 

2) хин >2 Хх: Хх;; пусть 1 << п такое, что х; < 25 х: | Хх, 
2 ‚ для] >К; тогда замечаем. что T(a)— для | < к, но х, >25х;/ Хх 

выпуклая функция, поэтому 

Т(&) < тах (Т(а), Т(Ь)), “Е [а,65]. 

Оценки сверху для функции Т(а) естественным образом приводят к 

оценкам снизу для Огс на Л’ ='[а, В]. 
Теперь разберем случай, когда последовательность х/, ..., Хи имеет раз- 

ные знаки. Допустим, что х; < 0,.1<7=<®, х! 20, Е >{. Тут же заме- 

тим, что значения х; = 0 можно исключить из анализа, так как соответст- 
вующие члены в сумме 

2E(e%*! - ухе“ = 0'(а) 

равны нулю. Очевидно, О’>0, если выполнены следующие п неравенств: 

et _y <0, ik, 

et _y, > 0, i>k, 

откуда следует, что на интервале (5, +°°) , где 

ту; ту; Шу; 

р = тах[( тах ——, max —— ]= тах —, 
i<k м i>k м г м 
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| ae 

О (а) >0. Аналогично можно показать, что на интервале (— оо, а), где 

In У, 

а = тт , 
i Xi 

  

О'(<) < 0. Таким образом, как и ранее, суженное априорное множество 

есть [а, Ь]. 
Анализ, проведенный для логлинейной регрессии, очевидным образом 

обобщается на случай квазилинейной одномерной регрессии f;(a) = 
= &(ах;), где & — строго монотонная функция. Допустим для простоты, 
что У; принадлежат области значений &, тогда суженным априорным мно- 
жеством будет 

р 810) го 
A’ = | min ——— , max ——— I. 

i x; i Хх: 

Выше было продемонстрировано, как для редукции априорного множе- 
ства можно использовать знание ”о знаках вектора производной регрес- 
сии”. Болышего сжатия этого множества можно добиться, привлекая дру- 
гие, дополнительные сведения о регрессии, т.е. ”’заужая” конус направле- 
ний К (4.1). Покажем, как это можно сделать, привлекая монотонность 

или (и) выпуклость (вогнутость) функций { /; (®), # =1,..., п}. 
Определение. Пусть { (м), Г=1, ..., п} — система функций, 

ае ЛС К". Говорим, что эта система является монотонной по первому 
порядку, если существует такая перестановка {1, ..., п} (т.е. такой поря- 

док) , что для некоторых чисел Г\, Го,..., Ги Е В! 

7+1 4:+1(%) —7; 4; (а) 20, t= 1,..,n-1, ‚ (4.4) 

равномерно по «Е Л. Говорим, что система функций является монотонной 

по второму порядку, если 

7+1 1+1(4) +7;—-19:—1(@а) -г; а) 2 0, 1L<i<a, 

равномерно по «Е Л. 

Рассмотрим частный случай (4.4), когда г; = сопз{. Тогда при.г; >0 
перенумерацией функций можно добиться того, чтобы 

У:+1(“) > у(а), AEA. 

Будем в дальнейшем под у; (и) понимать /[; (и); тогда предыдущее нера- 
венство перепишется как 

Я +1(<) > 1(а), аЕЛ, #1=1,...,п-1. (4.5) 

Покажем для этого случая, как использовать это свойство монотонности 

для сужения априорногс множества параметров. 
Соответствующий конус направлений регрессии тогда задается системой 

п — 1 линейных неравенств: 

K =u © R": ши-ш > 0,1=1,....п-1}. 
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Строим для этого конуса пару конусов: положительно сопряженный когус 

К” и отрицательно сопряженный К”. Область в пространстве параметров, 

в которой О’(&) "0, задается условиями (4.2). 

Проиллюстрируем, как использовать подобные свойства функции регрес- 

сии на примере логлинейной регрессии при условии у; > 0, х; > 0. 
Будем пока считать, что & > 0. Докажем тогда, что система производных 
этой регрессии является возрастающей по первому порядку. Неренумеруем 
наблюдения в порядке возрастания ху. Рассмотрим функцию действитель- 
ного переменного 

5(х) = хе"*, хЕ (0, э), (4.6) 

где а > 0 фиксировано. Заметим при этом, что /;(а) = 5 (х1). Нетрудно 
проверить, что эта функция является возрастающей. Поэтому при 
Xj+1 > x; 

2х1+1 их] 
Х:+1е > х;е 9 i= 1, eoeeyg n—l. 

C yyeTom Toro, uro f; (a) = же“** > 0, конус направлений для логлиней- 
ной регрессии может быть описан как 

K ={uER": u, 20, uy, —u; 20, i=1,...,n-1). (4.7) 

Открытым положительно сопряженным конусом к (4.7), как следует 
из $ 2, гл. 1, будет конус, задаваемый системой п неравенств 

Uj t+... ¢U, > 0, Ug +t... t+ Uy, >20,..., шт >0. 

Из (4.2) следует, что если для «Е В! имеет место п неравенств 

п 

a 
=; 

n 

fj(a) > x yj, t= 1,..., 9M, 

jai 

To aia sroro a Q'(a) #0. Jina nornuneiinoit perpeccuu Npemsiyuiad cuctema 
неравенств перепишется следующим образом: 

eo? +... te” >i +... t Yn, 

“+... +е Пу. +... +, (4.8) 

е”^" > у). 

Требуется найти (по возможности минимальное) значение a, при котором 
система (4.8) имеет место. Аналитически решить эту задачу невозможно. 
Можно предложить следующую итеративную процедуру нахождения этого 
значения &. 
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Возьмем сначала от обеих частей системы (4.8) логарифм (”выпрям- 
ляем” экспоненту) , обозначим 

п п 
ах; 

p(a)=In( Le ’), 1; =In( 2 yj). 
jai jai 

Функции р; (а) являются возрастающими и выпуклыми, так как 
ах; 7 2 x je 

; ] 71 

p,(«) = —————_ 
у el 

_ 121 

(хх хе") > e /)_( > хе”! 
р"(&)= j2i j2i j2i 

i — e 

( у ely 

jei 

  

Но по неравенству Коши — Буняковского 

ах; 2 ах; ах; 

(У хе ") < Ухе Г Уе 1, 
j>pi j>ri j>i 

откуда следует р,(а)>0, 1=1,....п, aE(—e, ), 

Рассмотрим последнее неравенство системы (4.8). Понятно, что при 

«Е (ав, °°) ‚ где аи = туп/хи, последнее неравенство будет иметь место. 

Посмотрим, будет ли на этом интервале иметь место предпоследнее нера- 

венство. Если Ри-1(аи) > [и-1, то полагаем аи-1: = ап и переходим 

к следующему неравенству. Допустим теперь, что ри_1(а) < [и-и. 
Будем решать уравнение 

Pn—1(@) = In-4 (4.9) 

по методу Ньютона (метод касательных) , в качестве начального приближе- 
ния беря приближение по недостатку а =а„_,:. Обозначим точное реше- 

ние (4.9) через a, _,- Первая итерация по методу касательных приводит 

к уравнению (7 =п — 1) 
anxj 

a Xie 

j/2i 

(a — ay) —————._ =_ 1; - Dj (@n-4). 
>> ei 

frit 
Корень @ этого уравнения является оценкой сверху для а„_,. Дальнейшие 

итерации по методу касательных решения уравнения (4.9) приводят к мо- 
нотонно убывающим значениям с избытком. В принципе можно ограни- 
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читься и первой итерацией. Итак, в качестве аи_1 возьмем приближенное 
значение корня (4.9) с избытком. Процесс повторяется для следующих не- 
равенств системы (4.8). Окончательно в качестве верхней границы & бе- 

рем 41. По условию на интервале (а1 , <) имеем О’(&) > 0. Построением 
отрицательно сопряженного конуса к (4.7) можно найти интервал (- °°, Ь1), 
в котором О’(&) < 0 для логлинейной регрессии. Очевидно, Ь, совпадает 
с верхней границей тех значений а, для которых имеют место п неравенств 

ах; 

Хе !< Z y, =1,..., п. 
j2i j2i 

Точное значение р, (вернее, с любой степенью точности) находится тем же 
способом, что и ранее. Теперь итерации метода касательных приводят 
к приближениям с избытком. 

В решении (4.8) можно ограничиться приближенным методом. Восполь- 
зуемся для этого выпуклостью функции ехр; тогла 

ь п — 

xX ° 

n — 1 =j } 
ах; . ах: — ~ 

Хе 7 > (n-itle г, х = ——. 
j=i n—-itl 

Отсюда следует, что, полагая 

— Iny; 
a= max —, 

1<isn X; 

  

где у = Х у,/|(п- 1+1), на интервале (а, сэ) для логлинейной моде- 
1 >] 

ли будем иметь О’(&) > 0. 

Выше было продемонстрировано, как для логлинейной модели можно 

использовать монотонность производных при Г; = const (cm. (4.4)). 
Вместо (4.5) можно рассмотреть другую систему неравенств: 

xi fi 41(a) 2х, +11 (a), аЕЛ, i*¥l,...,n-1; (4.10) 

по-прежнему считаем 0 <х, <... <хи, что приведет нас к другим отрица- 
тельно и положительно сопряженным конусам. 

К системе неравенств (4.5) или (4.10) можно присовокупить условие 

монотонности { Е@), i= 1,... ,m}no второму порядку. Последнее 
следует из выпуклости функции (4.6), поскольку 

Xi+1 —*i Xj+1—%; 
S (x4) и Xj, + я Х+1| < 

Х1+1- ХМ -1 Х1+1-Х;-1 

х+1- М м - Х1-1 
< S(xj;-1) + ————_ SQ; + 1) 

Xi+1 —-Xi-1 Х1+1—Х1-1 

откуда 

(Х1-х!-1)5@:+1)+ +1 -х05 0-1) - O41 — X1-1) S&) ZO, 
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или 

(р ж- 1) жна Л 1 (@) + (кана -Хд м1 1—1 ®- 

— (X41 ~ x;- 1) xif;(@) > 0, aER', i=2,...,n—1. 

В принципе возможно привлечение разного рода информации о пове- 

дении /. (и) в совокупности (равномерно по а). Критерием здесь является 
простота учета этой информации в плане решения соответствующей систе- 
мы неравенств относительно а, те. в плане построения суженного априор- 
ного множества параметров. 

Перейдем теперь к многомерному случаю. Тогда. 

1 20 _* of; (a) ~ — =D (f(a) — to 
2 да I (fi ¢ ) vi) Эа 

Заметим прежде всего, что 0Q/da # 0 тогда и только тогда, когда 
(ЭО/да, ›) 3 0 для некоторого у Е А”"' Таким образом, задачу отыскания 
подмножеств Л СК” в которых д0/да = 0, можно в некотором смысле 
свести к одномерной, рассматривая скалярное произведение (4.11) с 
ЕВ": 

(4.11) 

1/a п 
(2, ) =2(f,@) —yi)8;@;), 
2 \да 1 

где &; (и; р) = (91, (м) [да, р), или в векторной форме 

1 /90 
=~ | .v) = (f(a) —у, 8 (@; »)). 
2 \da 

Фиксируем и Е К” пусть К (и) — конус, содержащий множество { х (а, р), 
«Е Л}. Тогда, рассуждая, как и в одномерном случае, можно утверждать, 
что если 

f@)-yEK*V) wm f(a)-—yEeEK(), (4.12) 

то 9О/да = 0. Эти включения приводят к сужению априорного множества 
параметров Л' (2) СЛ. Очевидно, полное сужение есть 

N= Л’). 
v#0 

На практике основную сложность представляет перевод информации 
с языка включений (4.12) на язык соответствующего суженного множества 
A'(v). Иногда перебор » можно ограничить, исходя из целей построения 
суженного априорного множества или упрощения задачи. 

Проиллюстрируем построение суженного априорного множества пара- 
метров в многомерном случаев на примере логлинейной регрессии /;(х) = 

= exp(a'x;), а Е В”. Иногда суженное априорное множество удобно 
характеризовать своим центром и длиной отрезка, исходящего из этого 

центра по всем направлениям у Е А”! Итак, пусть ао Е А” -— центр сужен- 
ного априорного множества Л’. В качестве 4о в квазилинейных регрессиях 
можно брать оценку МНК линеаризованной регрессии (у, ) = (а, х,) + 
+ е;. Выберем произвольное направление г Е А”, |т | = 1 и построим луч 
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a(A) =a + Ar. Haitgem Ha этом луче крайние значения Л, (т) и Л. (т), при 
которых на интервалах (—<°, А! (т)) и (Х›(т), °°) градиент 8(4о + Ат) + 0, 
roe g (a) = 0Q/da. Ina нашего примера 

1 п 

Крайние значения Л, (т) ил. (т) в принципе надо находить из условия 

(и, 8 (@о +Ат)) =0 (4.13) 

по всем иЕ А”. Для простотыв (4.13) положим р = т. Тогда 

1 n 

5 (т, 8 (@о + Ат)) = Z (ele xt MTX) _ y (zr, x;) && *0, 

Обозначая в предыдущем равенстве (т, х;) =2; ‚ приходим к одномерной 
логлинейной модели, откуда, принимая во внимание проведенное ранее 
исследование, получаем 

. In У; — @о, x;) 
Ai(7)= = min , 

i: (7,x;) #0 (т, х;) 

  

(4.14) 

  

In y; — (ao, X; 2 (г) = max Ji ( 0 i) 

i: (7,x;) #0 (т, x;) 

Таким образом, суженное априорное множество равно 

AN'={a@ER™: w=ao + Ar, Ay (7) SA SA2(7), TER”), 

где значения ^, (т) и Х2(т) задаются выражениями (4.14).



ГЛАВА 4 

КРИТЕРИИ ОДНОСТАЦИОНАРНОСТИ И ВЫПУКЛОСТИ 

В предыдущей главе было определено такое значение уровня суммы квад- 

ратов Отс что для всех точек а Е В” таких, что О (а) < Отс, гессиан 

920 (а) |9? становился положительно определенным. В этой главе разви- 
вается предлагаемый подход: для суммы квадратов находятся такие значе- 
ния уровня, которые приводят к локальной одностационарности и выпук- 
лости 0 (<). Часть результатов, основанных на идеях дифференциальной 
геометрии, была получена автором еще в 1977 г. [14] , позже было найдено 
алгебраическое доказательство и обобщение на многомерный случай. 
При этом ’геометрия” стала хорошей и наглядной иллюстрацией. 

$ 1. Критерий локальной одностационарности 

Прежде всего сделаем несколько замечаний относительно структуры мно- 
жества уровня 

S(F*)={xER™: F(x) <F*} 

некоторой ограниченной снизу непрерывной функции Р(х). Это множество, 
вообще говоря, несвязно. Если хо Е 5(Ё°), те. Е(хо) <Р*, то можно 
говорить о компоненте К(хо; 5(ЁЕ”)) как о ”максимальном” связном 
множестве, содержащемся в 5(ЁР”) и содержащем хо. Множество 5(Е”) 
может быть представлено в виде объединения своих компонент. Одна 
компонента не содержит предельных точек другой (и поэтому компонен- 
ты не пересекаются; соответствующие доказательства и подробности 
можно найти, например, в [3]). Заметим, что для непрерывной функции Р 
компонента множества 5 (Ё`*) замкнута. 

Этот параграф начнем с доказательства одного результата, в котором 
многоэкстремальность связывается со строением множества уровня. 

Лемма 1.1. Пусть Р(х) — непрерывная функция х Е В". Если эта функ- 
ция имеет несколько строгих локальных минимумов, то существует Е* 
такое, для которого множество этого уровня несвязно. Обратно, если для 
некоторого Е“ это множество несвязно и ограничено, то Е(х) имеет 
несколько локальных минимумов! в Е". 
Доказательство. Пусть х! их2 — точки строгих локальных мини- 

мумов Р(х); для определенности будем считать Р(х!) > Р(х2). Положим 
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Е* =Е(х 1) и докажем, что множество 5(ЁР*) несвязно. Для этого достаточно 
показать, что х2 не является предельной точкой К (х!; 5(ЁЕ*)). Это действи- 
тельно так, поскольку в противном случае х, вследствие непрерывности Р 
не была бы точкой строгого локального минимума. 

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть Р” таково, что 5(Е*) 
несвязно и ограничено. Выберем две компоненты этого множества 5; ио2. 

Таким образом, 5: П 52 = $. Пусть х, их. — соответствующие точки 
минимумов функции Р(х) на них. Очевидно, х! 3 х., причем каждая 
из этих точек дает локальный минимум Р(х) на К”. Лемма полностью 

доказана. 
Как следует из леммы 1.1, для того чтобы Р(х) была одноэкстремальна, 

достаточно, чтобы каждое множество уровня было связно. 
Доказываемый ниже результат следует из теории Морса [42], однако его 

фундаментальность требует того, чтобы его доказательство было по воз- 
можности наиболее доступным. В частности, этот результат будет сущест- 
венно нами использоваться при построении критериев глобальности. Похо- 

жий результат был полученв [13]. 
Лемма 1.2 (принцип перевала). Пусть Р(х) — дифференцируемая функ- 

т , — 
ция на В . Допустим, существует такой уровень F < ©, для которого 

множество уровня 

S(F)={xER™: F(x)< F} 

ограничено. Тогда если х1 # Xz —TOYKU CTPO2UX локальных минимумов 

Г(х), принадлежащие одной компоненте 5(ЁР), то существует третья ста- 
циопарная точка хз, не являющаяся точкой локального минимума. 
Доказательство. Обозначим через Р`** нижнюю грань тех значений 

Е*, при которых х1 и х2 принадлежат одной компоненте множества 5 (Р"), 
обозначаемой 5о(ЁР”). Как следует из условия леммы, хотя бы одно Е”, 
для которого одновременно х1их2 принадлежат одной компоненте 5 (Р*), 
существует, так как за такое значение можно взять РЁ. В этом случае х1, 

x3€ So(F) С5(Ё) (рис. 12). 
Нетрудно далее убедиться в том, что 

SoF**)= 4, So(F*) (1.1) 
есть компонента множества 5(Е**), содержащая одновременно хги х2. 
Связность множества (1.1) следует из того факта, что пересечение любого 
числа вложенных компактных связных множеств есть связное множество; 
х1, х2 Е 5о(ЁЕ**) следует из того, что х1 ‚хз Е 5. (Р*), Е*> Е”. ”Макси- 
мальность”” (1.1) также доказывается весьма просто: пусть ху, х2 © SC 

CS(F™), $ — связное множество. Тогда по определению для любого 

F*>F ** имеем 5 С5о(Е”*) , поэтому 5 С5о(Е *"). 
Изучим теперь строение множеств уровней Р*< Р **. Для Р* < ["* по 

определению Р“” нельзя найти компоненту множества 5(Е°), которая 
одновременно содержала бы и точку х1, и х2. Обозначим поэтому через 
$:(ЕР”) компоненту множества 5 (Е °), содержащую точку х1, соответствен- 
но через 52(ЁЕ”) — компоненту, содержащую точку х? (из определения 
$: (Е*) П52(Е*) =$). Сначала покажем, что в 5о (Ё` *") можно найти такую 
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Рис. 12. Иллюстрация принципа пе- 
ревала 

точку хз, что в любой окрест- 

ности этой точки И (хз) сущест- 
вуют точки и, и, для которых 
ие 5, (Е*), иЕ5, (ЁЕ*) для не- 
которого Р* < Р**. Выберем не- 
которую возрастающую послело- 
вательность значений Рх t F**, 
к ><. Положим 

lu, —v,l= min  flu—vi= 
uES, (Fx) 
„Е 5.(Ек) 

=p(S:(F x), S2(Fe)) ° @.2) 

— расстояние между множествами 5,(ЁРк) и 52 (Ех). Докажем сначала 
равенство 

о биЕь У 5) = So(F**), (1.3) 

  
о 

где 5о(Ё **) -— внутренность компоненты So(F**), связное открытое 
о 

множество. Нетрудно убедиться в том, что 5 о(ЁР*”) есть компонента мно- 
жества{х Е А": Р(х) < Е**} , которая одновременно содержит х1 их2. 
Пусть х Е 5; (Рь), т.е. Е(х) <Е; <Е*, { = 1, 2. Учитывая ”компонент- 

о о 

НоСТЬ”’ о (Е **), получаем включение х Е 5, (ЁР**), а значит, и включение 

левой части в правуюв (1.3). Пусть, наоборот, х Е $ o(F*"), Te. F(x) < Е". 
Найдем А, для которого Р» > Р(х), тогдах принадлежит левой части (1.3). 
Таким образом, равенство в (1.3) можно считать установленным. 

Вернемся к (1.2). В силу замкнутости 51(Рх) и 52(Ек) минимум 
достигается, причем р(5,(Рх), 52(ЁРк)) = Пик — ик ИХ О, икЕ 5, (Е»), 
ик Е 52(Ек), К > ®. Нетрудно показать, что их и ик лежат на границе 

множества 5; (Ех) и52 (Ех) , т.е. Р (ик) =Е (ик) =Рк. Последовательность 
ик ограничена, так как | 

ик Е 5(Е**) С 5(Ё), 

а 5(Ё) — ограниченное множество. Значит, в { ик } можно выделить сходя- 

щуюся последовательность (для простоты ею можно считать саму последо- 

вательность {ик} ). Очевидно, если их - хз, то ик > хз Е бо (Е). По 

построению в любой окрестности хз существуют точки из 51 (Р к) и 52 (Рк) 

для некоторого Ру < Е** =Р(хз). 
Докажем, что хз — стационарная точка. Допустим противное, т.е. что 

& = ОР(хз ) [дх = 0. Тогда найдется такое Л, > 0, что для всех 0 < <А, 

РС; —^=) < Е(х3) = Е*". Покажем теперь, что одновременно хз — Ag Е 

Е 5, (Е °), хз —Agé 5? (Е*) для некоторого Р* < Р*". Заметим прежде 

всего, что хз — Ле Е 5о(Е**), 0 <^ <, Поэтому из (1.3) следует, что 
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хз — Agog © S,(F,) mia HexoToporo 0 < Ay <A, H Ек. Аналогично можно 
утверждать, что хз — Л№я& Е 5. (ЁР»). Получили противоречие с пустотой 
множества 5: (Рх) П 52(Е к). Точка хз не является точкой локального 
минимума, так как в любой ее окрестности существуют точки их, для 
которых Р(их) < Р(хз). Лемма полностью доказана. 
Замечания. 1. Как следует из доказательства леммы, условие огра- 

ниченности множества 5(Е)’ для функций, уходящих на бесконечности 

в бесконечность (Р(х) > + °®°, |х |-> ®°), может быть опущено. 
2. Для случая т= 1 верен более сильный результат: если дифференци- 

руемая на (— <, °°) функция имеет два строгих локальных минимума, 
то у этой функции существует локальный максимум. Доказательство 
тривиально. Пусть х! < х. — точки локальных минимумов Р(х). Тогда 
на компакте [х., х›] достигается максимум РГР. в точкех.. Нетрудно ви- 
деть, что х! <х.<ха, причем F (x,) =0. _ 

3. Условия леммы ”ограниченность множества 5 (ЁР) и принадлежность 

х*, хз? одной компоненте 5(Ё)” не могут быть в общем случае опущены. 
Достаточно представить себе при т= 2 две локальные ямы, разделенные 
хребтом, уходящим в бесконечность. В этом случае искомая стационарная 

точка также уходит в бесконечность, т.е. утверждение леммы перестает 
быть верным. Этот эффект свойствен только многомерным задачам. В 
связи с этим замечанием введем следующее определение. 

Определение. Непрерывную функцию Р(х), х Е К", называем сходя- 
щейся на бесконечности снизу, если для последовательности хх: 1хк|-°°, 
такой что Р(хк) > Е*, для любого К найдется Ё > К, для которого Р(хк) < 
< Е”*. Другими словами, Р(х) является сходящейся на бесконечности 
снизу, если не существует асимптотической последовательности (cm. § 1, 

гл. 1), для которой значение функции стремится к своему предельному 
значению сверху. В нашем случае значение Р* может принимать значение 
+°°. Очевидно, функции с Ре = © являются сходящимися на бесконечности 
снизу. Как следует из теоремы 1.1, гл. 1, нижняя грань функции, сходящей- 
ся на бесконечности снизу, достижима. На основе введенного определения 
переформулируем лемму 1.2 следующим образом. 

Лемма 1.3. Пусть Р(х) — дифференцируемая функция на К", сходящая- 
ся на бесконечности снизу. Тогда если х1 хз - точки строгих локальных 
минимумов Е(х), то существует третья стационарная точка хз ‚не являю- 
щаяся точкой локального минимума. 
Доказательство. Очевидно, достаточно изменить лишь начало 

доказательства леммы 1.2. Пусть по-прежнему Е ** — нижняя грань тех 
значений Р°, при которых х1 их2 принадлежат одной компоненте множе- 
ства уровня 5 (ЁР*); эту компоненту обозначаем 5 (Е). Множество таких 
Е* непусто, так как можно положить Р`* = тах Р(Ах1 + (1-Х) х2), 0 < < 
<1. Главное — показать, что множество (1.1) ограничено и связно.Докажем, 
что 5о(ЁР“””) — ограниченное множество. Допустим противное. Пусть 
Ек $ Е"", К +. Torna множество бо(Р»х) также не ограничено, поэтому 
можно выбрать хх Е 5о(Р») так, чтобы хх! > Ки Р(хк) = Ех. В этом 
случае 1хк! >< иР(хх) $ Р**, что противоречит тому, что Ех) — функция 
сходящаяся на бесконечности снизу. Таким образом, 5о(Ё` **) — ограничен- 
ное множество. Докажем теперь, что 5о(Р**) — связное множество. Для 
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этого заметим, что если пересечение последовательности замкнутых вло- 
женных множеств есть компакт, то начиная с некоторого номера множества 
этой последовательности ограничены. Как было доказано, 5о(Р**) — огра- 
ниченное, замкнутое множество, являющееся пересечением замкнутых, 
связных множеств {5о(Рх)} ‚ которые также можно считать ограниченны- 
ми. А как было отмечено ранее, пересечение такой системы множеств 
связно , что и требовалось показать. Далее доказательство полностью повто- 
ряет доказательство леммы 1.2. 

Основным достоинством строго выпуклых (и строго квазивыпуклых) 
функций является существование единственного локального минимума, 
совпадающего с глобальным. На практике строгая выпуклость проверяется 
установлением положительной определенности гессиана 92 Р/дх? > 0, 
х Е В”. Значение доказанных лемм состоит в том, что для существования 
единственного локального минимума положительную определенность 
92Е|9х? достаточно устанавливать только в стационарных точках функции! 
Более точно соответствующий критерий одноэкстремальности формули- 
руется следующим образом: функция, сходящаяся на бесконечности снизу, 
будет одноэкстремальной, если в ее стационарных точках гессиан положи- 
тельно определен. 

Например, как следует из этого критерия, если Е(х) сходится на беско- 
нечности снизу и ее гессиан представим в виде 

92Р =p M (“СР ae 
Ox? = P(x) — (*)\ — Ox. (x), 

roe P(x) — положительно определенная матрица, М(х) — какая-либо квад- 
ратная матрица, то Е(х) одноэкстремальна на А”. 

Перейдем теперь к многоэкстремальным функциям. Нас прежде всего 
интересуют множества уровней. 

Определение. Говорим, что Р(х), хЕ В”, — локально одноэкстремальна 
(одностационарна) на множестве уровня 5 (Е *) ={хЕД”: Е(х) <Е*}, 
если она одноэкстремальна (одностационарна) на каждой компоненте 
множества 5 (Е*). 

Из леммы 1.2 вытекает следующий признак локальной одноэкстремаль- 
HOCTH. 

Теорема 1.1 (критерий локальной одноэкстремальности функции мно- 
гих переменных). Пусть Е* < РЕ таково, что для ‚любых Хо Е 5(Ё’), для 
которых ЭЕ(хо) [9х =0, следует 9? Е(хо)/9х? > 0!). Тогда Е(х) локально 
одноэкстремальна на 5(ЁЕ *). В частности, если 5(ЁР*) связно, то Е(х) имеет 
на нем единственный локальный минимум, совпадающий с глобальным. 

В применении к сумме квадратов 
п 

Q(a)= > ‚С — f,(@)) 

этот критерий выглядит следующим образом. Пусть для некоторого О Lu< 

< О. из условий О (а.) < O,y,9Q0(a,)/da = 0 cnenyet 0? Q(a,)/da" > 0; 
Torna Q(m) одноэкстремальна на любом связном подмножестве 5 (О; р) *). 

1) Напомним, что РЕ — нижняя грань функции на бесконечности (см. 81, гл. 1). 
3) ГО - первые буквы от англ. [оса1 Unique — локально единственная. 
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Если это множество связно, то локальный минимум на нем совпадает с 
глобальным на А”. Наша ближайшая задача — найти это значение суммы 
квадратов О; г, при котором на всех стационарных точках, принадлежащих 

5 (Ото), гессиан О (®) положительно определен. В целях простоты изложе- 
ния начнем со случая т = |. 

Теорема 1.2 (критерий локальной одноэкстремальности суммы квадра- 

тов, т = 1).Сумма квадратов О (<) одноэкстремальна на множестве уровня 

~ I f(a) Ii 
Оти= inf - i ) ‚ (1.4) 

FER Лай РФР — (1), <)? 

где считаем выполненным QO), <Qr. 
Доказательство. Как следует из теоремы 1.1, достаточно пока- 

зать, что для всех ао неравенство 0 (%) < Огивлечет 4?@ (в )/4а? > 0 
при условии, что ДО (и )/4 < = 0. Напомним, что 

1 40: ох 
= — =1/@)  -(y-f@),f@)). 
2 da ; 

Применим неравенство Коши — Буняковского ($2, гл. 3, неравенство 
(2.17)) в условиях линейного ограничения 

  

  

  

1 dQ | 
-5 Fe bY ~ FO) FO) = 0. (1.5) 

а 

Имеем 

-( - f(@),f(@)> 

> ELON Fei? NF@)I? — F@,F@)?)”?, 
ll F(a) Il . 

откуда 4? О/4а? > 0 при условии (1.5) ‚ если 
TT O(a) < || F(@) | 

ИЛ@) и? И (И? — (1), 7)?’ 
что и доказывает (1.4). 

Очевидно 

ди“ / и д? _ Ли 
1 — (1 @),7(@)у? ИЛИ? ИРИ? 5? (Род, (од) 

откуда следует, что Огс < Ого. 
Доказанная теорема обладает наглядной геометрической интерпрета- 

цией. Будем рассматривать / = f(a) С В", “Е В!, как кривую в п-мер- 
ном евклидовом пространстве. Вычислим кривизну этой кривой в точ- 
ке а«; она подсчитывается по формуле [52] (для простоты обозначе- 
ний а в скобках опускаем) : 

WIFI? - ЕЛ 
k= ; . 

Fl 
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Найдем на ее основе квадрат радиуса кривизны 

72 File 
R = — = = * ; ... 9 

OFFI -FO AIP 

знаменатель которой преобразуем следующим образом: 

(Л 797" ИР - 7) 
= ИА ИЛИ? — ИЛИ? (Л)? = ИЛИ? (ИЛ ИЛИ? — (ХЛ). 

Таким образом, 

  

(г) 1$ 

1) 1? | аи? — (1,7 (@))?’ 
что совпадает с выражением (1.4) под знаком ш{. Таким образом, \/Оги 
есть не что иное, как минимальный радиус кривизны кривой f(a), a & 
Е В'. Проиллюстрируем теперь результат теоремы. Пусть у Е К” - век- 
тор наблюдений, а — стационарная точка, соответствующая локальному 
минимуму О(“); это значит, что f(a) Гу - Г(а) (рис. 13), причем 
Пу — /(а) |? < Ого. Обозначим через С, сферу с центром у и радиусом 

lly — (а) |. Очевидно, кривая /[ касается сферы С, в точке Х(а). В точке 
Г(а) построим соприкасзющуюся окружность С› с радиусом К (а), лежа- 
щую в плоскости /(а), /(а) (если эти векторы коллинеарны, А (а) = 00). 
Окружность, получающуюся в MepeceyeHHH MIOCKOCTH, HaTAHyTON Ha f(a), 

f(a) u C,, o603HamM через Сз. Можно показать, что С› лежит‘вне сферы 
С: (это следует из того, что С› лежит вне С; ‚ что с учетом того, что А? (а) > 

> Ого, доказывается элементарными средствами планиметрии). Однако 
кривая /(и) в точке х =а со сферой С, имеет порядок касания, равный 1, 
а с окружностью С. — порядок касания, равный 2. Но С› лежит вне сфе- 
ры С!, поэтому в некоторой окрестности точки f(a) кривая лежит вне 
сферы С! ‚ т.е. для а а вблизи а =а |у- Г (а) > Пу — Ла) |, те. О(&) > 
> О (а). Это неравенство будет иметь место на всем протяжении (—©®, а) 

и (a, ©) до первого пересечения 
кривой со сферой С, . Другими сло- 
вами, на каждом интервале (Ь, с), 
содержащем а, таком, что О (и) < 

< Огь, В < а < с, уравнение 
АО/А< = 0 имеет единственное ре- 
шение х = а. По сути дела, это и 
есть формулировка теоремы 1.2. 

Как и в случае критерия локаль- 
ной выпуклости ($ 1, гл. 3), можно 

показать, что значение О; г в неко- 
тором смысле оптимально. 

Пример (параболическая регрес- 
сия). В предыдущей главе для пара- 

  R? (a) = (1.6) 

  Рис. 15. Иллюстрация теоремы 1.2 
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болической регрессии /; (м) = ах; + а?2; было найдено точное значение 

Огс. Найдем теперь точное значение Оги. Квадрат радиуса кривизны 
для этой регрессии равен 

| 2а2 +х || 

4[ 2а2 +х |? 121? — (2а|1 2 |? + (х, 2))?] 
Докажем, что он принимает минимальное значение в той же точке, что 

Огс»а именно в точке 

1 С, 2) 

2 121? 
Действительно, числитель производной dR*(a)/da после алгебраичес- 
ких преобразований равен с точностью до постоянного множителя 

|222 +х ||“ (41 2а2+х ||? |2||2 — З@а|| 212 + (<, 2))?)Х 

X (2a|| z Il? + (, z)). 

Из неравенства Коши — Буняковского 

41 22 +х |212? —- 32а || 21|? + (х, 2))? >0. 

Поэтому АВ? (а) (4& = 0 приводит к решению (1.7). Соответствующее 
значение квадрата радиуса кривизны равно 

, о Их са, л 
В? (а) = шт В? (а) = Ory = Orc = ——z sin* (x, 2). 

а 4121 

  R? (a) = 

(1.7) 

  

Здесь значения Огси Ог и совпали, так как при а = а значение 2 |2 ||? + 
+ (x, z) =0. 

Перейдем теперь к многомерному случаю. 
Теорема 1.3. Обозначим 

_ T FT (a) F(a)py O,y = inf min (p* F* (@) F@)p) (1.8) 
a p h™(p)[I— F(a)(FT (a) F(@)) 1 F* (@)h(p) 

где #(р) - вектор-столбец п Х1, В; (р) =p’ H; (a)p, pE R”", i =1,...,0. 

Допустим, Ого < Ок. Тогда на каждой компоненте множества уровня 

5(Оти) ={аЕ В": О(@)< Ого} 
О (<) имеет единственный локальный минимум (единственную стацио- 

нарную точку)'). 
Доказательство. В принятых ранее обозначениях 

1 920 nt 

2? да 

  

  p=p*F* Fp —p* Хе: Н.р = 

=p" F* Fp — Zep" Hp. 

  

1) Если знаменатель дроби в (1.8) обращается в нуль, значение дроби полагаем 
равным + =. 
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Оценим сверху выражение Хе; р” Н:р в терминах % е? при условии, что 

1 90 _ Of; 
a)) — =Ете=0, - 5 Be 201 — fi(a)) у 

где е = (е!,..., еи)". Воспользуемся для этого матричным аналогом не- 
равенства Коши — Буняковского в условиях ограничений (2.31), гл. 3: 

E ejp™ Hip <V/ Ze? [й* (р) ((- Е(ЕТЕ)- ЕТ) В (р) 3, 
гдей; (р) =р"Н;р, #=1,...,п. Таким образом, 

1.90 

2 да? 

— УЗе? И" (р) - F(FTF) FT) hp), 
откуда и следует результат теоремы. 

Так как в одномерном случае, Огс < Ого. Это следует из неотрица- 

тельной определенности матрицы Р` (РР) ЕТ: 

йт (р) И - Е(ЕТЕ)"РТ]йф)= 

= йт (р)й (р) — п" (р) Е(Е"Р)*ЕТИ (р) < ИВ (р)? = 
п 

=Х (р"Н;р)?. i 

  p > p*F*Fp —    

Формула (1.8) допускает прозрачную геометрическую интерпретацию. 
Образом отображения /: Е” >В” является т-мерная поверхность. Пусть 
% Е К" фиксировано. Определим, максимальную кривизну поверхнос- 
ти { в точке я следующим образом! ). Как известно, касательным много- 

образием в точке бо называется линейное многообразие 

Ж={2ЕЁВ": ЕТ(оо) (2 - Ло) =0}; 

оно проходит через точку /(що) и натянуто на вектор-столбцы 9//да;, 
Гг=1,..., т. Нормальным многообразием в точке мо называется линей- 

ное многообразие 

NW=(ZER": N*(a0) (2 — f(@o)) = 9}, 
где матрица № порядка пХ (п — т) составлена из вектор-столбцов, каж- 
дый из которых ортогонален Р (%). В матричном виде последнее условие 
можно записать как ЕР" (м) №(о) = 0 — нулевая матрица т Х (п — т). 
Подпространство, натянутое на вектор-столбцы матрицы Р(о), называ- 
ем касательным, а натянутое на вектор-столбцы М№(ж) — нормальным под- 
пространством. Рассмотрим на поверхности / некоторую дважды дифферен- 
цируемую кривую ф, которую всегда можно представить как ф (и) = 
= f(a(v)), roe a(v) — дважды дифференцируемая кривая в пространстве 

*) В стандартных руководствах классического типа (см., например, [44, 53]) 
рассматриваются частные случаи: п = 3, т = 2; п=3,т =1; т=л- 1. Ниже формула 
максимальной кривизны поверхности будет обобщена на случай любых т < п. 
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параметров а: К! >ЕЮ”. Очевидно тогда 

вт) —. = a —~, 

dv dv 

2 2 2 
Чи Лам, у 44 4% ЭЛ     

ау’ j=1 0a, dv? j,n=1 dv dp да, дах. 

Кривизной поверхности } в точке м в направлении р называем кривиз- 

ну кривых, лежащих на поверхности Ли проходящих через точку о, вто- 
рая производная которых принадлежит нормальному подпространству, 
а первая производная равна р. Исходя из этого определения и выведем 
формулу максимальной кривизны поверхности. Обозначим Н; = 0/9 а; 
р =4а/4р, г = 4а? |4»? Е В". Тогда в матричной записи 

dy d* 9; 

dv dy? 
  = p*H;p + Fir, 

где ЕР; — 7-й вектор-столбец матрицы Е",т.е. Е; = 9/./9 а. Фиксируем пока 
вектор направления р и найдем вектор г. Вектор г, как было оговорено, 
определяем из условия принадлежности 4?ф/4р* нормальному подпрост- 

  

ранству.№. Определим п-мерный вектор-столбец й = (р"Н:р,...,р"Нир)*. 
Тогда 

4? 

“= h + Fr. 
dv? 

Ho 

а?ф 
F™ —— =F™h+F™Fr=0, 

dv 

откуда 

г= (РТР) "РТИ, 

и поэтому 
а? 

a =h —F(FTF)"Fth= (1 — F(FTF)"'F")h. 
р 

Квадрат кривизны кривой ф в точке о в направлении р Е Е” поэтому 
равен 

h*(-—F(FTF)'F)h 

(p'F™Fp)? 

поскольку Аф/4р 1 а?ф/4ь?. Максимальной кривизной поверхности f B 
точке из естественно назвать тах А (р) = К. Величина, обратная к К?, есть 

Р . 

квадрат радиуса кривизны, который совпадает с выражением под знаком 
inf B (1.8). Таким образом, как и в одномерном случае, значение Ого 
можно считать равным ‚максимальному квадрату радиуса кривизны по- 
верхности функции регрессии. 

  К? (р)= | (1.9) 

143



Минимизация (1.8) по р не приводит к явному решению. Поэтому 
целесообразно оценить (1.8) снизу по р, это будет сделано наподобие то- 
го, как ранее строилась оценка снизу для Огс. 

Теорема 1.4. Пусть Ого — максимальное значение О, при котором 

FT(a)F(a) — JO | 2477) - tt F(a) F(a) X 

X (ZH; (a)g;(a)) ee @Hia|" *>0, aeR", 
Т.Е. 

1 
пе 2 (Е "(0 Е(а [Но — тех Ото = и min (F(a) F(@)) “ tr(F™(a) F(a) 

X (ZH; (a)s(@)) (Zef@A@)| — - (1.10) 
Тогда если Ого < Or, TO Ha множестве 5 (Ого) сумма квадратов одно- 
экстрем альна (на каждой компоненте этого мнажества О (&) имеет един- 

ственный локальный минимум) '). 
Доказательство. Оценим матрицу д?О/да? сверху в терминах 

Хе? в условиях ограничения ЕТе = 0, т.е. 

1 0 
_- = Хе, 0, 

2 да Bie 

где 8; = 9/;/9и. Как следует из матричного неравенства Коши-_Буняков- 
ского в условиях ограничений (2.34) ‚ гл. 3, 

] 1/2 

Le;H; < V Le? 2H? — {> (2 A;2;) (2 H;38;)" 

858; 
Результаты теоремы теперь следуют из теоремы 1.1. 

Сделаем одно важное замечание качественного характера. Значение Отс 
зависит от параметризации модели Г (а). Другими словами, репараметри- 

зация В = В (м) может изменить (т.е. увеличить или уменьшить) Ох с. Зна- 

чение же Оггг инвариантно относительно внутренних преобразований в 

пространстве параметров. Это и понятно, ведь Ого есть минимальный 
квадрат радиуса кривизны поверхности, а эта величина есть функция 
самой поверхности, а не ее представления. Итак, при неудачной параметри- 

— , . — 
зации Ог с будет мало, при удачной — велико. Поскольку Ог и не зависит 

от параметризации, а Огс < Ог и, то верхним пределом От, с следует счи- 

тать Ого. Как же следует параметризовать модель, чтобы Отс достигло 

своего предела Ого? 
Рассмотрим случай т = 1. Как следует из сопоставления (1.4) данной 

главы и (1.4) гл. 3 Огс = Ого, если (f(a), f(a)) = = 0. А это имеет место, 
когда кривая натурально параметризована. Таким образом, с вычислитель- 
ной точки зрения при одномерном параметре наиболее выгодна такая па- 

1) Если матрица в квадратных скобках (1.10) вырождена, следует взять обобщен- 
ную обратную. 
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раметризация задачи, при которой параметр совпадает с длиной дуги. На- 

оборот, рассмотрим случай, когда f (=) коллинеарен f (a). Torga (Kak cne- 
nyeT 3 rn. 2) f(a) = #(а)х + 2, гдех,2 Е В", g(a) Е В', т.е. регрессия 
представляет собой часть прямой.  Переобозначением В =#(“) эта регрессия 

сводится к линейной. В этом случае Ог с будет конечно, Огс = Их Х 

Х шЕ[ (8 (а) )* | (2 (<) )?] ‚ тогда как Оги = ®°. Разумным переобозначением 
a 

Огс можно довести до значения Оги. Действительно, сумма квадратов 
линейной регрессии выпукла на любом множестве уровня. 

Примеры. Найдем коэффициент уровня локальной одноэкстремальности 
для (т, т + 1)-связной регрессии (см. $ 3, гл. 3). Напомним, что функция 
регрессии в этом случае равна 

Л(@)= и, (@)хи +... ит (@хт + Ит+1 (@)2ь (1,11) 
1=1,...,М, a€R™, 

Переобозначением параметров перейдем к каноническому виду 

(а) = (@, х/) +2102), a ER”, (1.12) 
х1,..., Хи Е А”. В $ 3 гл. 3 для регрессии (1.12) была найдена оценка 

снизу коэффициента локальной выпуклости О; с. Воспользуемся приня- 
тыми в том параграфе обозначениями. Формула (1.8) для этой регрессии 
перепишется в виде 

(Оги)!!? = 
И v*F*(a)F(a)v 

= inf min 
a v vh,(a)v[ilzil? —z™F(a)(F*@)F(a))'F7(a)zZ] 

roe F(a) = X + 2g"(a). OueHwm CHM3y 9TO BhIP@KeHMe Npw ycnoBHn, 4TO 
й+ (и) < 0. Как ранее было установлено, если обозначить ‘у = (8 (“), и), 
то минимум числителя достигается при условии (Ху + 27)"2 = 0. Поэтому 
оценка снизу нулем выражения 

27(Х + 28 (©) [(Х + 25 (@))ЧХ + 28 (0) "СХ + 25(0))2 > 0 
является вполне приемлемой, а значит, в рамках предположения (3.11), 

гл. 3 удовлетворительной оценкой снизу для Оги можно считать оценку 

снизу, полученную для О; с. Отсюда можно заключить, что переобозначе- 
ния модели (1.11) в виде (1.12) уместны, поскольку `они приводят к по- 

вышению Огс до уровня Оги. Это было продемонстрировано ранее на 
параболической регрессии, которая представляет собой частный случай 
(т, т + 1) -связной регрессии при т = 1. 

  

$ 2. Критерии глобальной выпуклости и одностационарности 

Ранее были предложены критерии локальной выпуклости и одностационар- 
ности. Эти критерии были основаны на отыскании таких пороговых значе- 
ний уровней суммы квадратов, на каждом связном подмножестве кото- 

рых сумма квадратов была либо выпукла (О: с), либо одноэкстремальна 
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(Оги). В этом параграфе будет предложена пара других, более низких 

значений суммы квадратов Осс и Оцс, которые уже соответствуют гло- 
бальной выпуклости и одноэкстремальности (одностационарности); функ- 
ции регрессии считаем дважды непрерывно дифференцируемыми. Задача, 

таким образом, сводится к отысканию такого Осс < Огс, при котором 

множество 5 (Осс) связно, то же имеет место и для Оцз. 
Решим эту задачу сначала для одномерного случая, т.е. т = 1. Обратим- 

ся к геометрической трактовке минимизации суммы квадратов; при этом 
o6pa3zom f(a), «Е КВ!, служит кривая в А". Локальным показателем 
кривизны кривой f(a) служит коэффициент кривизны, или просто кри- 
визна А, минимальное значение квадрата обратной величины которой К? = 

= 1/Ё? и есть значение О; с. Величину К вправе назвать дифференциальным 
показателем кривизны. Для того чтобы решать проблемы ’глобального” 
характера, в частности, строить критерии связности множества уровня 
суммы квадратов, необходим показатель, характеризующий кривую / (“) 
глобально. В качестве такого показателя мы предлагаем брать интеграль- 
ную криволинейность кривой (или короче — интегральную кривизну), 
на основе которой и будут далее строиться глобальные критерии. 

Определение. Пусть дана непрерывно дифференцируемая кривая / (<), 
a Е В! в К” Интегральной кривизной кривой относительно точек а, 
о, Е В! называем отношение длины дуги этой кривой к длине хорды, т.е. 

(F (ey f(@2)) 
Il f(a.) —f(a.)ll 
  

P(a, 9 2) = 

где о 

(Л(а, );” Л(а2)) = J («аа 

— длина дуги; не теряя общности будем считать, что и. > а. Заметим, 
uTO P(a,, a2) 2 1, limp(a,, a.) = 1 при а; >“. , причем р(а ‚ м2) = 1 тогда 
и только тогда, когда f(a) между в, и а. есть отрезок прямой. 

Интегральной кривизной кривой Г(“) называем максимальную интег, 
ральную кривизну по всем парам точек a, < a2: 

p= sup р(@,а›). 
a, a, 

Прежде чем переходить к доказательству основного результата, установим 
один вспомогательный факт. 

Лемма 2.1. Пусть (а) — дважды дифференцируемая кривая в В”, 
и: < а2, Г(и,) =А, + А, = [(“а,), Известно, что ПА, | = |A,l=r7 >0, 
Ho If(@)ll >r npu a < а< а. Введем на кривой натуральную парамет- 
ризацию, тогда 

3 ПА, — А21 
f k(s)ds > —— (2.1) 

$ — Олина дуги на отрезке кривой (А!,А›),К ($) — кривизна кривой. 

Доказательство. По условию /(0) =А!, f(S) =A2, 1 (5) 1=1, 

И) = ($), 0 <; <$. Рассмотрим функцию и:(5) = (Л(5), f(0)), 
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0 < ; < $. Пусть у — нетупой угол между вектором A2—A, и касательной 
к окружности в точке А! ‚ образованной сечением сферы 5 = {и: Пий=г} 
плоскостью, натянутой на векторы Аи, 42 (рис. 14). Нетрудно видеть, что 

со = (1— 1А, — 212/472 1/2. (2.2) 

Докажем, что существует такое $: : 0 < $1 < $, что и! ($1) < с0$7. Допус- 
тим противное, т.е. и1($) > соз7 > 0 для всех 0 < 5 < $. Интегрируя это 
неравенство по $, получаем 

О: = о, По = (A, —A,,f(0)) > 3 cosy. 

Но $24, - 421, поэтому 

Ay -A1, f(0 
cos(A, —A;, f(0)) = | TA, A A > cosy. (2.3) 

= 411 

  

Покажем, что неравенство (2.3) в условиях леммы невозможно. Дейст- 

вительно, расмотрим функцию Г(5) = 1/($) 1?. Тогда Т’(0) = 2(/(0), 

Л(0)) = 2(1(0), А!) > 0, так как в противном случае нашлись бы доста- 
точно малые положительные значения 5, для которых Т(5) < т?, что про- 
тиворечит условию леммы. Теперь найдем 

и, А. —А 
max (u,A,—A,;)= т Aa = Ar) . (2.4) 
м1 =1 (A ,,u) 20 ll ve Il 

(A,,u) 20 

Hocxonpky (A,, Az — Ay) = (Ay, Az) - ТА, < 0, то максимальное 
значение функции (и, А, —-А,) при Пи! = 1 достигается на границе огра- 
ничения (А!, и) > 0, поэтому в (2.4) можно считать (А/, и) = 0. Восполь- 
зуемся теперь неравенством Коши -Буняковского в условиях линейного 
ограничения (2.17) гл. 3. Тогда при ilull=1 

(и, Аз - А!) < ИИА, - А. - 
— (4. -А:, 41)? А, 12) 1/2 = 

= (14. - А, — ((4., А.) — г?) /2) 112. 

(2.5) 
Нетрудно проверить, что правая часть (2.5) 
copnagaeT c ll A, — A, ll cosy, rue cosy 3a- 
дается (2.2). Таким образом, мы вступаем 
в противоречие с (2.3), т.е. для некоторого 

s, umeem (f(s;),f(0)) <cosy. © 
Аналогичные рассуждения могут быть 

проведены для кривой в”противоположном   Рис. 14. К доказательству леммы 2.1 
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направлении”, t.e. p(s’) = f(s — s'), О <; <; Как и прежде, 

можно найти 0 < 52 < $, для которого из (52) = FG $), f(S2)) < cosy. 

Докажем, что $1 и $2 могут быть выбраны так, что $1 < $52 . Действительно, 

допустим противное, т.е. 

v1(8) = (£6), FO) > cosy, O<s< sy, 
v2(s) = (Fs), F(5)) > cosy, 52 8<5, 

причем.5: > 52. В силу непрерывности и1(5) и и2($) тогда сушествует 53, 

для которого ии (53) = 02(5з) , причем для 

ил ($), 0O< sS 53, 

изб) = 92 ($), 3<:<У 

имеем из (5) > созу. Но тогра 

$ 53 5 
$057 < [из ($) 4 = f u,(s)ds + [и ($) а; = 

0 0 53 

= 1/(5)12 — ИЛ? = 0. 

Получили противоречие, т.е. $, и $) всегда можно выбрать так, чтобы 9 1 

$1 < $2. 

Дальнейшее доказательство не представляет труда. Как известно, в на- 

туральной параметризации кривизна кривой _ f(s) pasna Il f(s) И, поэтому 

j k (s) ds = Гав > Г 17) 14 + ЛЛош > 

> 1/51) — ЛО! + 1/(5) 162) = 

= У2 1 - (161), 0)" 2 + М2 1 — (#62), И? > 
> 2/2 [1 —cosy]!/?, 

где соз’у задается выражением (2.2). Поскольку 

24/2 (1 — Л и2/4 1/2 >, 0<и<2, (2.5') 

лемма доказана. 

Замечание. В условиях леммы можно доказать более сильное не- 
равенство 

м 

fk(@)ds >=. (2.6) 
0 Г 

где $ — длина дуги окружности экватора сферы, соединяюшей точки 
Г(0) и Г(5). Последнее неравенство, как было подсказано Л.Д. Бураго, 
может быть доказано с помошью теории вращений векторных полей (см., 
например, [28]). Заметим, что неравенство (2.6) может быть доказано 
также элементарным способом, обобщая наше доказательство леммы 2.1, 
разбиением интервала интегрирования на [0,51], [51,52],..., [5и-1›5] 
и устремлением п - <®. Нас вполне устраивает оценка (2.1), тем бо- 
лее, что она допускает обобщение и для любого выпуклого тела (см 
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лемму 3.1). Фактически в лемме 2.1 было доказано более сильное нера- 
венство. 

В следуюшей лемме устанавливается выпуклость компоненты мно- 
жества локальной выпуклости функции ($ 1, гл. 3). 

Лемма 2.2. Пусть Р (х) — дважды непрерывно дифференцируемая функ- 

ция, ЕК" иР, с < ЕЕ такой уровень, что на множестве 5. с ={хЕВ": 
Е(х) < Рес } гессиан Е (х) положительно определен. Тогда каждая ком- 

понента множества 9т, с есть строго выпуклое множество. 
Доказательство. Не теряя общности можно считать, что для 

всех Хо: Р(хо) = Рес матрица Гессе д?Е (хо) /дх* положительно опреде- 
лена (в противном случае можно взять Ррс < Ргс, а затем рассмотреть 
последовательность ЁР1с {1 Fro). 

Докажем сначала, что при этом условии Ухо: Р(хо) = Ех с существует 

такая окрестность ненулевого радиуса Г (хо), что (х — хо, 9Е (хо) [9х) < 
< Одля всех хе Г(хо) П5гс.' Действительно, 

92Р 

F(x) —F (xo) =X —Xo, ==”) + (x — Xo )* ке 0) (x — —Xo) + 

+ o(Ilx — x9 Il?). 

Допустим противное, т.е. (х — хо, ЭР (хо) [9х) > 0. Тогда для достаточно 
малых |х — хо! > 0 правая часть последнего равенства будет неотрицатель- 
ной, что противоречит условию Р(х) < Е(хо). Рассмотрим какую-либо 
компоненту множества 5; с, которую обозначим через 52 с, и докажем, 
что это строго выпуклое множество. Для этого достаточно доказать, что 
для любого хо Е 52с: Е (хо)= Ргс и для любого хЕ 52 с, х + хо имеет 
место неравенство (х — хо, ЭР (хо) 9х) < 0. Допустим, это утверждение 
ложно, т.е. хо +х,Е Sic таковы, что (x — Хо, ЭР (хо) [дх) > 0. Пересе- 
чение {х: (x - xo) OF (Хо) /дх > 0} П 57 с связно как пересечение связ- 
ных множеств, поэтому в любой окрестности хо можно найти x: F(x) < 
< Егс, для которых (х — хо, ОР (хо) [9х) > 0, что противоречит ранее 
полученному утверждению. 

Теорема 2.1. Положим 

  

  

_ Q 
Qus = == , (2.7) 

’ р 

Осс = se (2.8) 

Допустим, Qus < ОЕ. Тогда множества уровней 

S(Qus)= (a: Q(a)< Oust, S(Qcc)= (a: О(а)< 0сс} 
связны, Ha MHoxectee S(Qyg) cywecteyer edunCTeeHHaA CTayuoHapHan 

точка, множество 5 (Осс) выпукло, а гессиан суммы квадратов на нем 

положительно определен). 

1) Нижние индексы в левых частях формул (2.7) и (2.8) истолковываются сле- 
дующим образом: 05 — Чпющие З{аНопагу (единственная стационарная); СС — Сопуех 
Соплес1е4 (выпуклая связная). 
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Доказательство. Установим сначала свойство уровня (2.7). 

А именно докажем, что множество 5 (Оцх) связно. Для этого, очевидно, 
достаточно доказать следующее: пусть и; < а, причем а! ‚ и. Е 5(Оиз), 

т.е. 

Q(a;) = ly-f(a)I’ < Dus. j=1,2; (2.9) 

тогда для любого а, < а< а. имеем a © S(Qys), Tc. 

O(a) = ly —f(a)l’ < Qus. 

Допустим противное, а именно, пусть и, < & < а› таково, что 0О(&) > 

> Опсх. Пусть О* такое, что тах (О (а, ), О (а›)) < 0*< Оис. Обозначим 
через @, инфимум а таких, что для всех & > а >а, имеем О (“) > О" и 

&› — супремум а таких, что для всех а < а < а› имеем О (а) > 0*. Эти 
значения @, и @&> существуют, поскольку имеют место неравенства (2.9). 
‚Из непрерывности / (и) следует, что 

ly — f(a)? =Iy—f( a)? =Q*°; Ily-f@lI? >Q". 

1 <a< a>. 

Введем на oTpe3Ke [&,, &›] натуральную параметризацию и применим 
к кривой Г(а) на отрезке [0,5] лемму 2.1 (здесь $ — длина дуги кривой 
f(a) на отрезке [“,, &>]); очевидно, все условия леммы выполнены. 
Поэтому по теореме о среднем 

Г 
$) — If(s)— 

fk(s)ds = k(3)5 > IFS) LO" , Y@)-fol 

ve JOus 
для некоторого 5 [0,5]. Но тогда по определению Ous 

k(s) >p we sup k(s), 

    

  

т.е. К(5)> sup k(s) —mporupopewe. 
sG[0,s ] 

Аналогично можно доказать связность множества $(0) для любого 

0 < Оо. Отсюда следует связность множества 5(Осс), поскольку 

Ос < Оиз. Неравенство 4*О/4“” > 0 на 5 (Осс) следует из того, что 
Осс < Огс.Выпуклость множества 5 (Осс) следует из леммы 2.2. 

Перейдем к многомерному случаю. 

Определение. Интегральной кривизной поверхности Г: Е" - В" на- 
зываем 

__ (g(0; 01,02), g(1; a, a2)) 
p= sup 

a,,0,ER™ I f(a.) —f(a)ll 

где 8(,; а, а›) — кривая на поверхности /(и) минимальной длины, 
соединяющая точки (а!) и /(“›), т.е. геодезическая; 0 <и < 1, 

§(0; a1, 02) =f(a1),8(1; a1,02) = F(a2); (€(0; a1,02) 8 (1; , 2 ))- 
минимальная длина дуги. 
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Теорема 2.2. Георема (2.1) верна в многомерном случас. 
Доказательство. Для того чтобы доказать связность множе- 

ства 5 (05), достаточно показать, что при условии (2.9) найдется такая 

непрерывная кривая а (›) Е К”, что и(р) Е 5 (Ои5) иа(0) =а, “(р) = 
= м2. Соединим точки (и) и /(а›) геодезической, которую в простран- 
стве параметров К”' можно представить как с (р) ‚ а в пространстве наблю- 
дений А" как Г(и()) =#(,). Известно, что для геодезической g(v) Е М- 
нормальное многообразие поверхности, значит, в любой точке кривизна 

геодезической не больше кривизны поверхности, т.е. 11 < Оги. Далее 
доказательство проводим так же, как в теореме 2.1. 

Определение. Интегральной кривизной кривой Г (&) относительноа Е В! 
называется 

5@) = ар (У 19) 
« If(@)—f(a)l 

Интегральное кривизной поверхности Г: Е" -> В" относительно а Е К" 
называется 

(g(0; 2, a) g(1; a, a)) 
sup 

aeER™ Il f(2) —f(@)ll 

где, как и прежде, (р; а, «) — геодезическая кривая на поверхности 
Г() ‚ соединяющая точки / (а) и Г(“), О<р<1, #(0) = Г(а), #(1) = 
= f (a) . Таким образом, 

1. 
(g(0;a,a)5 g(1;a,a))= inf f Iyyilar. 

уе о 
у (0) =Л(а) 
у (1) =Л(@) 

  Р (а) = 

Очевидно р(а)< р. 
Теорема 2.3 (критерий совпадения локального минимума с глобаль- 

ным). Пусть а — точка локального минимума суммы квадратов О(%, 

причем 

Qus 
—2 
р (а) 

Тогда, если О(а) < Ок, тоа - точка глобального минимума О(®). 

Доказательство. Как следует из доказательства теоремы 2.2, 

множество уровня 5 (Оцз/ Р*(а)) будет связным и на нем О(“) имеет 
единственную: стационарную точку. Вне этого множества уровня по опре- 
делению 

  Q@) < 

б 
O(a) > = 

  

5 
(a) > Qa). 

Значит, О (а) — глобальный минимум функции О(“). 
Пример вычисления интегральной кривизны кривой. Рассмотрим уже 

исследовавшуюся ранее параболическую регрессию 

f(a) = azta’x, x,zER", aER', 
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Оценим сверху интегральную кривизну этой кривой. Пусть @; < &2, тогда 

1 (а ) — (а)! = 1ойх +а12 — 3х — м2 = 

= (“> — м, )1 (и ча. )х +21, 

(fa)Y fr) = Sf Wax tilda = Г (СОах, +2) аа, 

Оценим длину дуги сверху, для этого используем следуюшее неравенство: 
если и(х) — непрерывная функция на [а, b], To 

(fu(xydx )* < (6 _ a) f u2 (x) dx. (2.10) 

Неравенство (2.10) следует из интегрального варианта неравенства Коши— 

Буняковского: 

(f u(x)dx y = (f u(x) ldx )? < (b -a) Ги? (ках. 

Если обозначитьв (2.10) и(х) = \Ми(х), и(х) > 0, то оно перепишется как 

f Vow) dx < УЬ-а foe) ax. 

С привлечением последнего неравенства можно выписать оценку сверху 
для длины дуги 

(Ла) Ге) < бы - м (Х Г Рода)”. (2.11) 

Лля параболической регрессии р = ®. Это можно проверить на простей- 

шей параболе f = > Аа’, А >0 в координатной плоскости (а, Г). Возь- 

мем а, = —а› и устремим @, -><°. Тогда Il f(a,)—f(a2)ll=2a,, a 
Oy 

(f(a1)5 f(ag)) = 2 fa + A7q7)!/2da > 2A fada = Aaj. 
0 0 

Поэтому 

(Ле); Ле) | Aoi 
I f(a) —f(e2)ll 2a, 

Однако можно зафиксировать одну точку и оценить сверху по а выра- 
жение 

  

(1 —> oo, 

(ГУ Га) 
(а) — Ха)!” 

те. найти оценку сверху для величины р(а). Эта задача в рамках парабо- 
лической регрессии уже имеет нетривиальное решение. Воспользуемся 

Pg (a) = 
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для этого неравенством (2.11). Тогда для параболической регрессии 

(f(@) > Га) < @ — а)! /? ( Ef (20x, + 2;)’da) 112 _ 

  

4 1/2 
= (a-a) | (м? + аа +а?) 1х1? + 2(а+а) (х, 2)+12? | | a>a. 

Таким образом, 

4 
— (м? +аа+ча? 1х +2(а+а) (х, 2) +12 

p?(a) < = 7, @). 
(a tay Ixll? + 2(a +a) (x, 2) +1212 

При а < а ответ получается тот же. Найдем максимум Т. (a) по а. Вычле- 
няя в числителе Т, (и) знаменатель, получим 

  

| а-а)? 1 
Г, (а) = 1+- 1х - — = 1+ — Ixll*x 

3 (ata) 1х +2(а+а) (х, 2) + 121? 3 

(a — a)’ 
  

(a — a)? xl? +@—a)[2(x, z) + 4allxll?] +1212 + 4а2 xl? + 4a(x, z) 

  

Поэтому 

3 ‚ 2 , 
min ———— = 5 min |ixil? + — (x, z)+2alxl*) + 

a T,(a)—-1 xl у и 

1 2 т: 2 + — (121 +447 1х +4а(х,2)) zi’. 
и 412+2ах!? 

| Зет? (х‚2) 

Таким образом, для параболической регрессии 

412+ 2ах!? 

Ззт2 (х^2) 1212 

Учитывая эту оценку и теорему 2.3, можно утверждать, что если а — 
найденная стационарная точка функции 

О (а) = X(y; —a*x; —a2;)’, 

причем 

9 (а) < 

Р?(а)< 1+   

125116 (х, 2) 

3sin? (xz) Iz? +4 z + 2axll? 
  

то а — точка глобального минимума О(“х). Заметим, что для параболи- 
ческой ретрессии критерий глобальности может быть построен другими, 

более простыми методами (см., например, следуюшую главу) . Здесь этот 
пример был рассмотрен из чисто иллюстративных соображений. 

Важнейшим понятием математического анализа и теории оптимизации, 
в частности, является понятие выпуклости множества и функции. Ока- 
зывается, в рамках предлагаемого подхода можно построить достаточно 
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простые критерии выпуклости множества уровня О (а). Напомним, что 
выпуклое множество связно, обратное, вообще говоря, неверно (за Uc. 
ключением А!). 

Определение. Интегральной линейной кривизной поверхности f: 
R™ +R" называем 

fifo +(1 —A)az)ilda 

P= яр ° 
а, “ЕЕ If(e1) —f(@2)ll 

  

где ГЕ К” есть вектор-производная отображения отрезка [a,, a2] BR”. 
Интегральной линейной кривизной поверхности Г относительно : точки 
аеК" называем 

Г ИГ(ла+(1—^) дах 
0 
  

7 > we, 17а) Те 

Отличие р от Р заключается в том, что в числителе супремума Р стоит 
длина дуги на поверхности Л, образованной отображением отрезка прямой 
Ла; + (1-Л)а., О< < 1, соединяющей точки а; и 2, а не кривая ми- 

нимальной длины (геодезическая), как в случае р. Понятно, что Р>р, 

причем Р=р при т = 1. Аналогичное замечание можно сделать и для 

P(a). 
Определение. Множество 5С А” называется звездчатым относительно 

аеК”", если из условия «Е 5 следует, что Ла + (1 -Л)аЕ 5 для любо- 
ro O< AS 1. 

Нетрудно показать, что 5 выпукло тогда и только тогда, когда OHO 
звездчато относительно всех своих точек. Если 5 звездчато относитель- 
HO @, то оно линейно связно (в качестве непрерывной кривой, соединяю- 
щей две произвольные точки а: ‚и. Е 5, берем ломаную [а!,а], [а, и. ] С 
CS). Takum образом, множества, звездчатые относительно какой-либо точ- 
ки, занимают промежуточное положение между выпуклыми и связными 

множествами. Если Р(х) локально выпукла на множестве $ (92Р/9х? — 
положительно определенная матрица на 5), котороев свою очередь звезд- 

чато относительно х„, то функция на луче F(x, +dq), A> 0, для любо- 
го 470 является выпуклой на некотором отрезке [0,^], где х.+Ла 
принадлежит границе 5. Этот факт можно использовать при выборе дли- 
ны шага вдоль выбранного направления при минимизации O(a). Takum 
образом, выпуклые множества в некотором смысле могут быть замене- 
ны звездчатыми относительно какой-либо точки. 

Обозначим!) (см. рис. 11) 

Ос = р?’ Ос(а) = Ри . _ (2.12) 

1) С — первая буква от англ. Сопуех — выпуклый. 

154



Теорема 2.4 (критерий выпуклости множества уровня). Множество 
уровня 

S@Qc) ={aER™: Q(a)< Oo} 

выпукло. Множество уровня 

S(Qc@) ={aER™: Q(a)< Ac(a)} 

звездчато относительноа Е В". 
Доказательство. Пусть и(0)=@, и а(1) =а., причем а: ‚а. Е 

ES(Qc). Построим отрезок & (и) =ра, + (1 -и)а» и его образ #(›) = 
=] (и (р)). Рассуждая далыше также как в теореме 2.2, находим, что 

а(х) Е 5(Ос). Звездчатость относительно а множества 5 (Ос (а)) доказы- 
‘вается аналогично. Здесь кривые на поверхности получены отображени- 
ем всех лучей, исходяших из точки а. Теорема доказана. | 

Замечание. Очевидно, соответствующие утверждения имеют место для 
любых уровней меньших рассматриваемых. 

Ниже приводятся некоторые способы вычисления интегральной кри- 
визны кривых и поверхностей, которые основаны на понятии ”направ- 

ленности”. 
Напомним, что в $4, гл.3 было введено понятие конуса направлений 

для кривой /(&) ЕР” как конуса К, содержашего кривую / (&). 
Определение. Кривую /(а) ЕК" называем направленной, если ее конус 

направлений К заострен, 
„Наиболее простой конус — круговой; в этом случае можно найти та- 

кой вектор 2, Izll=1, uyron OX y< 2/2, ato 

cos(f(a)*z) > cosp WaER’. (2.13) 

Вектор 2 называется осью конуса направлений, ф — углом раствора. 
Теорема 2.5. Пусть конус направлений кривой Г(“) является круго- 

вым и заостренным (0<ф< п/2). Тогда интегральная кривизна кривой 
ограничена сверху: 

1 

cosy 

Доказательство. Пусть а, < &> — любые. По условию 

  
p< , (2.14) 

(Л(а), 2) > созфИГ(а) 1, 

поэтому по неравенству Коши — Буняковского 

a, a, 1 
f WF (a) da < —— f (f(a), z)da = 

COS YP 
a, 

= ——— 3 of (a) — Л (и), 2) < — о! f (a2) - f(a) |, 

Что и требовалось показать. 
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Для получения оценки сверху для р(а) на основе этой теоремы можно 

положить 2 = f(a)/ | f(a) ||. Тогда если с0$ (f(a)? f(a)) > cosy > 0, 

то р(а) < 1/со$ ф. Строить оценки сверху для интегральной криволиней. 
ности кривой можно непосредственно интегрированием с применением 
соответствующих оценок сверху (например, как это было сделано ранее 
для параболической регрессии), либо пользуясь неравенством (2.14). 
В последнем случае отправной точкой служит конус направлений кривой. 
Нри этом если построенный конус направлений не является круговым, то 
задача заключается в том, чтобы для заостренного конуса К найти круго- 
вой конус К,, содержащий К и имеющий минимальный угол раствора; 
круговой конус К; в этом случае называем описанным. Задача построения 
кругового описанного конуса была рассмотрена в $ 2 гл. 1, к которому мы 
и отсылаем читателя. 

Иногда угол раствора конуса направленной кривой регрессии удобно 
находить на основе угла между векторами производной этой кривой. 
В связи с этим дадим следующее 

Определение. Кривую /(а) Е К” называем прямонаправленной !), если 

(Л(еи), Г(аз)) > 0 для любых оц ‚ а; Е А!. Говорим, что /(а) прямо- 
направлена с со ф > 0, если 

cos(f (01), f(a2)) > cosy, 4, a ER’. (2.15) 

Очевидно, прямонаправленная кривая с cos y > 0 является направлен- 
ной. Во второй главе было дано определение однонаправленной кривой. 
Там было отмечено, что однонаправленность является своеобразным крите- 
рием внутренней адекватности регрессии. Покажем, что прямонаправлен- 
ная кривая является однонаправленной. А именно покажем, что для глад- 
кой кривой без особых точек 

((а1), /(@.)) >20, a%,a ER', (2.16) 
влечет 

(1(@), /@) — Г(В)) < 0, а<Вв, (2.17) 

(1@®), Г(@) — Г(В))> 0, а>Вв. (2.18) 

Действительно, пусть а < В выбраны произвольно. Тогда из (2.16) 
следует, что 

(f(a), f(a2)) 20, аа < В. (2.19) 

Теперь заметим, что левая часть (2.19) как функция &> является непре- 
рывной по а, причем при &› = а эта функция положительна, поэтому её 

*) Этот термин аргументируем следующим образом. Вектор производной прямо" 
направленной кривой лежит в Прямом конусе, т.е. в конусе К, для которого 
(и, и) > 0 для любых и, и.Е> К. 
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интеграл по 4 а. от а до В положителен, т.е. 

в в 
S (FO, F@2))da. = (F(a), Sf f(a2)de2) = 

= (f(a), £(B) — f(«)) > 0, 
что и доказывает (2.17). Аналогично доказывается (2.18). 

Таким образом, грубо можно утверждать, что прямая направленность 
кривой есть условие внутренней адекватности регрессии. 

Итак, допустим, для кривой имеет место неравенство (2.15). Как с по- 
мощью теоремы 2.5 оценить в этом случае интегральную кривизну кривой 
сверху? Из $2, гл.1 следует, что при условии (2.15) существует век- 
тор К. такой, что 

. 1 1/2 
cos( f(a), k,) 2 (4 (+a -— 1) cos) , 

т.е. для такой кривой 

n 52 < , 2.20 
р 1+ (п - 1) созф (2.20) 
  

В частности, для прямонаправленной кривой р? < п. Например, допустим, 

Л (<) > 0, т.е. (а) С Е’ — положительный ортант В”; тогда осью 

описанного кругового конуса будет и = (1,1,..., Г), а cosy = 1/V a. 

Таким образом, для такой кривой интегральная кривизна р < \/п. 

Рассмотрим другой пример, а именно пусть f;(a) равномерно возрас- 
тают по {, т.е. 

О<Л(а) < Ё(а) <... <Д(а), аеА!. 

Тогда соответствующий конус есть 

К ={иЕЁ": 0 <и; <и. <... <ш}. 

Как показано в $ 2, гл. 1, косинус угла раствора для этого конуса задается 
формулой (2.15), гл.1. Таким образом, можно считать, что в условиях воз- 

растающей по $ производной p< Vn/3 (улучшение по сравнению с кону- 
п 

сом А. в \/3 раз). 

Для построения точных оценок сверху для интегральной кривизны по- 
верхности в качестве кривых необходимо рассматривать ее геодезические. 
Из теоремы 2.4 следует, что для установления выпуклости суммы квадра- 
тов достаточно рассмотреть кривые на поверхности, задаваемые более 
простыми средствами — это отображение прямых [ = Q + Луи из простран- 
ства параметров в А" посредством отображения /. При этом все результа- 
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ты, касавшиеся обычных кривых, переносятся на подобные кривые автома- 
тически. Так, говорим, что поверхность /(“)-Е К", «Е К” линейно на- 
правлена, если для любого р Е Е" множество 

{и: и = Р(а)р, аЕ В”}, (2.21) 

roe F(a)=0 f/0a— матрица производных п Х т, лежит в заостренном Ko. 
нусе. Заметим, что в (2.21) можно, во-первых, ограничиться ||р||=1. Во-вто- 

рых, за счет выбора произвольного м’ = 0, WER™ можно ограничиться по- 

пупространством векторов р: (р, и’) > 0. 
Теорема 2.5 обобщается на многомерный случай непосредственным 

образом. 

Теорема 2.6. Пусть Г. В" >В", Р=д//д“. Тогда, если существует 
2 Е К", ||2|| = 1, для которого 

v™F*(a)z 

(v™F™(a)F(a)v)'/? 
  COS (2) Fv) = > cosy > 0 Va © R”™ 

для всех п: (у, м) 20, м3 0, то интегральная линейная кривизна поверх- 

ности Г (а) ограничена сверху: 

Р <   
cos 

Определение. Поверхность Г(&) Е К” называем линейно прямонаправ- 
ленной, если 

(Е) И, F(a,)v) = vp" F™(a,)F(az)v > 0, QA, , > ЕЮ” (2.22) 

для всех р ЕК" 
Если [ — прямая в А”, то кривая f (Г ) для линейно прямонаправлен- 

HOH поверхности будет прямонаправленной. Отсюда следует, что для такой 

поверхности Р? < п. Аналогично одномерному случаю можно утверждать, 
что если для т-мерной поверхности в п-мерном пространстве 

^ 1 
cos (F(a) », F(a2)v) > т>- 1’ (1, 2 е к”, 

то для такой поверхности 

n 

l+(@-—1)r 

Примеры. Рассмотрим квазилинейные регрессии (cm. § 3, гл.1; 

$3, гл.3). Поверхность этой регрессии задается уравнениями f;(a) = 
= & (ах;), ах Е В", 1 =1,...,П; & — строго возрастающая функция 
действительного переменного. Докажем, что эта поверхность является ли- 
нейно прямонаправленной Напомним (см. $3, гл.3), что для этой 
регрессии 

Of 
— = F(a) = G(a)X, 
да 
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где Х — матрица п X т, 7-й вектор-строкой которой является х;, G(a) — 

диагональная матрица Си(&) = Е (а'х;) >0, [=1, ..., п. Поэтому для 
любого Е А” 

v*F*a,)F(a,)v = "ХТС (и ) С (а) Хь > 0, 

поскольку С(“,)С (а) > 0. Нетрудно видеть, что если к тому же 

rank X = m, g > 0, то неравенство (2.22) для р 3 0 будет строгим. 
Заметим кстати, что во второй главе была доказана однонаправленность 

квазилинейной регрессии. Она следует из доказанной линейной прямо- 
направленности поверхности квазилинейной регрессии с учетом неравенств 
(2.17) и (2.18) для прямонаправленных кривых. 

Таким образом, для квазилинейных регрессий Р? < п. В частности, 
на основе теоремы 2.4 можно утверждать, что для логлинейных регрессий 

(см. $3, гл.3) 

Ос = an 

где Аи В задаются выражениями (3.21) из гл.3, т.е. множество 

Sc ={a © R™: Q(a) < Qc} 

выпукло и на нем сумма квадратов 

A min(A?B™*), (2.23) 

T aX 7,2 
О(а) = Х(и-е °) 

выпукла. Таким образом, если найденная точка а локального минимума 

дает значение О(а) < Ос, то а — точка глобального минимума. 
Разумеется, в каждом конкретном случае квазилинейной регрессии, и в том 
числе для логлинейной, можно предложить более точные оценки для линей- 
ной интегральной кривизны поверхности и в целом для величин Оцу, 

Оси Ос (а). 
Теперь рассмотрим пример (т, т + 1)-связной регрессии с функцией 

(3.10) из гл.3. В 83, гл.3 для этой регрессии была построена оценка 
снизу для уровня локальной выпуклости суммы квадратов, в первом пара- 
графе этой главы было установлено, что при некоторых предположениях 
в качестве достаточно хорошей оценки снизу для уровня локальной одно- 
экстремальности можно взять нижнюю оценку для уровня локальной 
выпуклости. Найдем теперь оценку снизу для уровня глобальной одно- 
экстремальности О(ах) этой регрессии. Для этого очевидно необходимо 
найти оценку сверху для интегральной кривизны поверхности, задаваемой 
(3.10) гл.3. Воспользуемся для этого теоремой 2.5. Из методических со- 
ображений найдем сначала эту оценку сверху для одномерного параметра, 
т.е. в случае, когца 

f(a) = ax; + v(a)z;, a € R', (2.24) 

Допустим, что u(a) — возрастающая функция, T.e. v'(a) =q(a) > 0. 

Тогда f(a) =x +q(a@)z nexKnT Ha луче с началом в точке х и направляющим 
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BeKTOpoM Zz. Koxnycom, copep»xaumm { f(a), «Е В!} ‚ в этом случае будет 

плоский конус, натянутый на векторы х и 2. В качестве оси конуса целесо- 

образно взять вектор р =х/ | х| +2/|] 2 |. Конус угла раствора при этом 
будет равен 

т = с0$ (х^р) = соз (2^р), (2.25) 

поэтому для регрессии (2.24) оценкой сверху для интегральной криволи- 
нейности кривой будет 1/т. 

Предположим теперь, что 4/4? < И, аЕе В'!. В этих предположе- 
ниях в $3, гл.3 была найдена оценка снизу для уровня локальной 

выпуклости (т, т + |)-связной регрессии — см. формулу (3.13) 
из гл. 3. Легко проверить, что для случая т = | эта формула имеет вид 

0 _ ll x, | 

ЕС 7 ` 
Nz 20? ° 

где х, — вектор остатков регрессии х на 2, т.е. 

1 
x, = (« — г") 

|2] 

Таким образом, окончательно для (1,2)-связной регрессии при сделанных 
выше предположениях 

Их: || 
= ,, 

|220 2т2 

  

Ос 

где т дается выражением (2.25). По теореме 2.4 тогда можно утверждать, 
что при сделанных предположениях множество 

5$с ={аЕе К'!: Х (у; - ах; - и(а) 21)? < Ос} 

будет представлять собой интервал, причем на нем О(х) будет строго 

выпуклой функцией а. В частности, если а — стационарная точка О(а), 

причем О(а) < Ос, то О(а) — глобальный минимум О(а), «Е В!. 
Исследование (т, т + 1)-связных регрессий существенно упрощается, 

если произвести ортогонализацию. Так, для (1,2)-связной регрессии прел- 

ставим 2 =х +е, где е 1х. Тогда уравнение (2.24) в векторном виде 

перепишется как (<) = («+0 (а) )х + и(а)е. Воспользовавшись методом 
переобозначения (см. $1, гл.1), придем опять к (1,2)-связной регрессии 

f(A) = Ах + #(№е, где (х,е) = 0. Для такой регрессии при условии 

t'(X) > 0 значение т = 1/ \/ 2, поэтому уровень выпуклости при условии, 

что | #"(Х)| < Ц, будет равен | х ||“ /2 1 е1202. 
Перейдем к многомерному случаю (т, т + 1)-связной регрессии. С по- 

мощью ортогонализации найдем вектор еЕ К" такой, что z =e + XO, 

roe е1 Х, т.е. ХТе =0. Очевидно, @ в этом случае представляет собой 

оценку МНК линейной регрессии 2 на Х, т.е. д = (ХТХ) "1ХТ2. Переобо- 
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значением (т, т +1)-связную регрессию (3.10) ‚, гл. 3 сводим к 

(N=Xatt”Aje, AEGR"™, (2.26) 

где по условию Хе =0. Пусть для всех а(Л) =0/0лЕ Е” существует такой 
вектор иЕК”, что для всех и: (,") > 0 имеем (а(^),к)>0 при 

любых ЛЕ Е”. Оценим сверху линейную интегральную кривизну такой 

регрессии. Выберем в К” прямую [» ={Л=Лу +0, —® <09<«о}, где 

Ло Е К”' выбрано произвольно, и =0. Не теряя общности можно считать 
(›, м) > 0. Образом этой прямой при отображении (2.26) будет ф(о) = 
=ХЛо +оХь +ег (Хо + 0%) с вектор-производной ф(0) = Хи +е (4 (№ + 
+0%),к). Но по условию (4 (Ле +07), и) > 0. Заметим еше, что в силу 
проведенной ортогонализации (Хь)Те =итХТе =0. Поэтому, как и для 
(1,2) -связной регрессии, косинус угла раствора конуса, натянутого на 
множество { Хи +е. (4 (Хо+0^),р)} , равен 1/\/2, а значит, по теоре- 
ме 2.6 для этой регрессии линейная интегральная кривизна Р 2 <2. 

Для получения порогового уровня выпуклости Ос необходимо найти 
оценку снизу для уровня локальной выпуклости. Как следует из $ 3, гл. 3, 
при условии 

92; 2 

( ) <u, ЛЕА”, 

  

0d? 

где О — симметрическая положительно определенная матрица т Х т, имеет 
место следующая оценка: 

  

= I 
= 2 т -1 Ос20с= Е Naint&* XU). 

Поэтому на основании теоремы 2.4 окончательно можно утверждать, что 
при сделанных предположениях для регрессии (2.26) множество 

{aER™: O(a) <Qco/2} 
будет выпукло и на нем О (&) — выпуклая функция. В частности, если най- 
денная стационарная точка 4 такова, что О(а) < Ос/2, то О(а) — глобаль- 

ный минимум О (&), «Е В”. 
Разумеется, аналогичные оценки для (т, т + 1)-связных регрессий мож- 

но строить и в рамках иных предположений о функции и (©) (или #(^)). 

$ 3. Декомпозиционные функции. Обобщения 

До сих пор построение критериев совпадения локального минимума с гло- 
бальным проводилось для суммы квадратов отклонений. Нельзя ли обоб- 
щить предложенный для суммы квадратов подход на функции более общей 
природы? Ответ на этот вопрос содержится в этом и следующем парагра- 

фах. Суть проблемы заключается в том, чтобы из всего многообразия 
функций т переменных выделить класс, включающий многоэкстремаль- 
ные функции и поддающийся ”исследованию на многоэкстремальность”. 
Предлагается в качестве такого класса рассмотреть следующий класс функ- 
ций, которые мы назвали декомпозиционными. 
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Определение. Функцию Р(х), хЕ К”, называем декомпозиционной 
функцией, коротко О-функцией, если ее можно декомпозировать, т.е. 
представить в виде суперпозиции двух функций: 

F(x) = V(f@)), (3.1) 

где /: К" >Е, ЕСВ", п> т, [ обратима на Е, Г — строго выпуклая функ- 
ция на А”, 92 7(е)/9де? > 0, достигающая своего инфимума. _ 

Можно показать, что в этом случае для функции Г(е) имеем ГР = +, 

те. для любого Г, > ШЁЕГ(е) множество 5, ={еЕ К": Г(е) <Г.} ком- 
пактно. Для доказательства сначала рассмотрим случай ее В!'. Пусть 

60 ЕЁ! и!’ (ео) >0, тогда в силу строгой выпуклости /(е) получаем 
V(e) >V(eo) + V (eo) (€ —€0) > + при е->°. Аналогично, легко 
видеть, что существует ео: Г’ (20) < 0, и тогда при е > —° опять Г(е) > 
—>+°°. В многомерном случае допустим ГЕ < <°, тогда множество ЗЕ= 

={eER": V(e) <=} выпукло и не ограничено в силу выпуклости 

Г(е), значит, оно содержит луче =еу + Л, > 0, причем У (е) >Ге при 

^ >+<. Но на луче Г(е) строго выпукла, значит, /(е) >+<°, — проти- 
воречие. 

Помимо перечисленных условий, будем также предполагать, что функ- 
ции Г ие непрерывно дифференцируемы до необходимого порядка. Про- 
тотипом Г является сумма квадратов, Torna V(e) =lle ll?, e =(e,... 
...,@п); Прототипом { — функция отклонений регрессии (у, — Л, (“),... 

‚Уп —fn(a)). 

Класс О-функций достаточно широк. Очевидно, он включает в себя все 
строго выпуклые функции т переменных, так как для любой строго вы- 
пуклой функции Р(х), хЕ К", можно положить п = т, { — тождественное 

отображение К ”" na ce6a, V(x) = F(x). 
Можно показать, что класс декомпозиционных функций содержит все 

одноэкстремальные функции на К”. Ограничимся лишь схемой доказа- 
тельства этого утверждения. Итак, пусть Р(х) имеет единственный локаль- 

ный минимум х. Е А”, совпадающий с глобальным (система 0F/dx=0 

имеет единственное решение х=х,). Не теряя общности можно считать 
Р(х) >20 их, =0, Е(0) =О=шш Р(Х. В качестве И положим V(e) = 
= [е |?. В качестве / рассмотрим следующее взаимно однозначное отоб- 

ражение К” на себя, неподвижной точкой` которого является 0. Пусть 

х ЕК”, рассмотрим систему дифференциальных уравнений х(г) = 

=— (9Е(х(:))[9х) с начальным условием х (0) =хо, 0 <Е < +. Геомет- 
рически решением будет являться кривая в В", соединяющая хо и 

lim х() =0, вектор производной которой совпадает с антиградиентом 
t—>+ 00 

—д9Е/9х. При сделанных предположениях можно показать, что функция 
действительного переменного ф(г) = 1х(1) 1? является строго убываю- 

щей, причем ф(+<°) =0. В качестве образа хо отображения / полагаем 
х (10), где Фо — решение уравнения Р(хо) = 1х(г) Г. Нетрудно видеть, 
что для построенных Г и имеем Р (х) = Г(/Х(х))‚ т.е. Е — декомпозицион- 
ная функция. 
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Tem же способом можно доказать, что любую строго выпуклую функ- 

цию Г(е), еЕ К", имеющую минимум, можно представить в виде супер- 

позиции Г(е) =Т(\(е)), где у: ">В" — взаимно однозначное отобра- 

жение К" на себя, Т — одностационарная функция, имеющая минимум. 
С учетом этого замечания очевидно, что класс Р-функций совпадает с клас- 
сом функций вида Т(/(х)), где Т —одностационарная на К” функция, 
имеющая минимум на А”, / — взаимно однозначное отображение R™ на 

ECR", 
Особенность класса декомпозиционных функций в том, что он содержит 

многоэкстремальные функции. К подобным функциям, как следует из 
гл. 2, относится сумма квадратов. Естественным обобщением суммы квад- 
ратов служит сумма модулей р-х степеней невязки, т.е. 

Op (a) = 2 IW-f@l?, pl, (3.2) 

или брлее общий класс функций 

Oy (@) = $ 0-1). -. (3.3) 

где /(Ё) — выпуклая весовая функция на R', ](0) =0 = пп у(Е). Еще 
более общий класс функций, который входит в класс О-функций, соот- 
ветствует (3.3) с разными весовыми функциями: 

0%...) = 2 иб-1®) (3.4) 

где у; обладает свойствами весовой функции фв (3.3). 
Заметим, что не теряя общности можно считать пил У (е) = 7 (0) = 

Действительно, если Г(е.) =7У, = шт У (е), то можно положить Г. о 
= f(x) + ees V'(e) =V(e + 2 У, и рассматривать Е’(х) = У’(Х’(х)) 
=f (x) — 

ой. ‘возможный путь упрощения исходной задачи — линейная 
перепараметризация. В частности, возможен поворот и растяжение в про- 
странстве Е", улучшающие обусловленность функции У. Чтобы сохра- 
нить минимизируемую функцию, необходимо сделать обратное преобра- 
30BaHHe Hay f(x). 

Одна из основных особенностей О-функции состоит в том, что фор- 
мулы ее первых и вторых производных напоминают соответствующие фор- 
мулы для суммы квадратов: 

oF _ | W af 
эх af; ax 
er | s (# ) (1) = av af; 

+> — ‚ 
ax? i, j “Of, af) 7 of; ox? 

где 9/,/9х — вектор первых производных т Х 1, 92/,/9х? — матрица вто- 
рых производных т Х т. Будем далее обозначать #1 = Of;/dx, С —мат- 
рица п.Х т. 7-я вектор-строка которой есть &1, д? f,[0x? = Н; — матрица 
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m Xm, 0? V/df? =W—reccuan функции Г (матрица п Хи). Тогда предыду- 
щие формулы переписываются следующим образом: 

  

aF _ 2 av 45 
ax д“ (32) 
ear п эр 

— = тиб +5 — Н, (3.6) 
Ox 1 Of; 

Так же как и в случае исследования суммы квадратов, будем предполагать 
тапК С = т. Если № = И(е), еЕ В", положительно определена, то вблизи 
точки минимума 0?Р/дх? > 0 и ЭИ/ЭГ; = 0, а значит, вторым 
слагемым выражения (3.6) можно пренебречь.` Последнее замечание 
может лечь в основу вычисления уровня локальной выпуклости 
О-функции. Возможность декомпозиции Р-функции позволяет изолиро- 
вано исследовать функции У и. Это свойство О-функции является осново- 
полагающим. 

Вычисление уровия локальной выпуклости. Итак, предположим, что 
функции У и / дважды непрерывно дифференцируемы, пип У (е) > —<° 
Оценим гессиан О-функции (3.1) снизу. Воспользуемся матричным ана- 
логом неравенства Коши — Буняковского (2.29), гл. 3, тогда 

; 76) Hie) > -|—™ oV(f &)) 

Ofi 
Пусть Го > тт Г (©), тогда множество /(ТГо) ={еЕ В": У (е) <Г.} ком- 
пактно и на нем || ОИ/9/ || ограничено сверху. Это позволяет нам (хотя 
бы теоретически) записать оценку 

OV 
—| <9), (3.8) 
de 

где ф — некоторая строго возрастающая положительная функция. С учетом 
этого неравенства 

OV(f (x)) 
Ze Hite) > VF) (EHF). 
Помимо оценки (3.7), по аналогичным соображениям может быть 

построена оценка снизу для гессиана функции Г (е): 

92у 

де 22° 

где Т(У) - невозрастающая положительная функция, Ио — постоянная по- 
ложительно определенная матрица п Х п. Объединяя обе оценки, можно 
получить оценку снизу для гессиана функции Р (х)!): 

2 

aaa @ T(V)G* (x) WoG (x) — p(V)R(), 

  
| (ZH; (x). (3.7) 

        

> T(V)Wo, (3.9) 

1) Напомним, что запись A> В для двух симметрических матриц одного порядка 
АивВ означает, что матрица А — В неотрицательно определена; запись А > В означает, 
что матрица А -— В положительно определена. 
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где 

R(x) = (DH? (x))*/?. 

Собирая вместе полученные оценки, получаем аналог теоремы 2.2. 
Теорема 3.1. Пусть для О-функции (3.1) имеют место оценки (3.8) 

и (3.9). Пусть Ц > 0 такое, что 

G*(x)W G(x) —UR(x) => 0 Wx ER", 

Т.е. 

U <min(G™(x) WoG(x)R“*(x)) ЧхЕВ"”. 

Тогда для уровня 
-1 

Fig = (>) ) 
верно следующее Утверждение; на множестве 5гс ={хЕВ": F(x) < 
<Рьс } имеем 92Е/дх? > 0. 

Уровень Ру с называем уровнем локальной выпуклости (см. 8 1, гл. 3). 
Это фактически означает, что Ррс — корень уравнения y(v)/T(v) =U. 
В силу возрастания функции ф и убывания функции Т этот корень единст- 
вен. Очевидно, если 0 таково, что (> ф(и)/Т(%) для любого и, то полагаем 
Еьс = +°®°. Если 0 < y(v)/T(v) для любого и, то полагаем Ерс = — ®°. 

Очевидно, теорема 3.1 превращается в теорему 3.1, гл. 3 в случае суммы 
квадратов, т.е. для У (е) = |е|?. При этом Т(У) = 1, Wo = 21, 9(У) = 

=2\/Т. 
Разумеется, доказанная теорема должна служить лишь путеводной 

нитью для вычисления уровня локальной выпуклости Р-функции в каждом 
конкретном случае. Главным здесь является умелое построение оценки 
сверху (3.8) и оценки снизу (3.9). В частности, с учетом специфики функ- 
ции Г оценка (3.8) может быть усилена, это будет продемонстрировано 
ниже. 

Теорему 3.1 проиллюстрируем на примере суммы модулей р-х степеней 
(3.2) для 1 < р< 2. Случай р = 1 мы не рассматриваем, так как он ведет 
к недифференцируемой Ор(а) хотя это не принципиально. Рассмот- 
рение случая р = 1 привнесет массу деталей технического порядка. 
Аналогично возможно рассмотрение случая р > 2. При 1 < р < 2 возни- 
кает одна сложность, связанная с тем, что в тех точках а, в которых 
1 = (а) хотя бы для одного { =1,...,п, функция 0,(a) не является 
дважды дифференцируемой. Нетрудно проверить, что 

  

19 
-1 98 - D1 yi — ЛР "вп (у; — 1) 81, 

р да 

1 9? т 
— : = (р-1 51: -Л@) Ра - (3.10) р да 

— Ху - Ла Реп (у - Л@)Н,, 

где, напомним, &; = 9/;/да, Н; = 921; /д=? ‚ аргумент & в скобках для крат- 
кости опускаем. Найдем сначала оценку сверху для второго слагаемого 
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в сумме (3.10). Введем следующее обозначение: если А — симметрическая 
матрица, то под | А | понимаем матрицу Р* | ЛР, где | ^| — диагональная 
матрица с Й-м диагональным элементом, равным | Л; |, Л; — 7 собствен- 
ное число матрицы А =РТЛР, Р — ортогональная матрица. Очевидно, | А | — 
неотрицательно определенная матрица и А <|А |. На основании этого заме- 

чания получаем 

Ху - ЛИР 1 (у - ЛЕ: < Dlyi- fi | Ari. 

Теперь воспользуемся матричным аналогом неравенства Гёльдера (2.26), 
гл. 3, полагая в нем 0 = (р- 1) р, 0<0 < 1, а, = у, — ДР7*, В, = 
=1Н, |. Таким образом, получаем 

  

р-1 1 

Ziyi fileA < (Zl - Fl?) 2 CLAP)? = 
p-1 1 

=Q,? СИНИР)Р. (3.11) 

Теперь оценим снизу первое слагаемое в (3.10). Для этого опять обратим- 
ся к матричному аналогу неравенства Гельдера, но уже с 0 < 0, т.е. к нера-. 
венству (2.28), гл. 3, где полагаем 0 = (р - 2)/р, а; = |у; - Л/Р"?, 
В; = #18; .Получим 

p-2 `` р 2 
ХЛ? > И-П) Р (3 (8,81)? )7 = 

p-2 Р 2 
= Pp T)\2 )P О, (X(g,8;)" )?. 

Собирая вместе полученные оценки, приходим к неравенству 

520 р-2 р-1 
1 ——— 

р bat >20? 4-0, т В, (3.12) 

где 

  

  

Р 

Р 2 1 
A = A@) = (p-1)(2(8,87)* )? op = Bay = (ZIM IP)?. 

На основании (3.12) можно положить 

(Ор)ьс = inf dP in(A (@)B™ (a). 

Тогда на множестве 5 ((Ор) гс) для всех а: у; +}: (“),1=1,... ‚п, имеем 
07Q,/da* > 0, rne 1 < p < 2. 

Вычисление уровня локальной одноэкстремальности. Допустим, все 
ранее выдвинутые предположения относительно свойств функций У и] 
выполнены. Как следует из теоремы 3.1, для вычисления уровня локаль- 
ной одноэкстремальности О-функции достаточно найти такой уровень 
функции Рго, для которого из условий Р (хо) < Его, 9Е (хо) [9х = 0 
следует положительная определенность матрицы 092Р(хо)/0х?. Это 
означает, что ранее выведенные оценки сверху и снизу для 92Р/дх? те- 
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перь необходимо получать в условиях дополнительного ограничения 
дЕ/дх = 0. Чтобы идейную сторону не затемнять техническими деталями, 

  

начнем со случая т = 1. Тогда (для простоты аргумент в скобках 
опускаем) : 

dq’*F . 9?И . ду .. 
— =] + Л. (3.13) 
ах of Of; 

Оценим снизу это выражение при условии 

we Ff =0 (3.14) 
dx af " 

Видимо, в каждом конкретном случае можно предложить свои, более 
эффективные оценки. Мы рассмотрим один из возможных подходов к 
получению подобных оценок. 

Оценим сначала сумму в выражении (3.13) снизу при условии (3.14). 
На основе неравенства Коши — Буняковского в условиях линейного огра- 

ничения (2.17), гл. 3 получаем 

OV. у .. (Г) )" 
> —-ff2-|—_— 2. . 3.15 mf 5 Gi Fr (3.15) 

        

Далее будем считать оценки (3.8) й (3.9) выполненными. Тогда получаем 
следующую оценку снизу для второй производной функции РЁ при условии, 
что Ё’(х) = 0: 

d?F 7 . 

ry > КЕ) Л) - 

(F@), coy x ER! 
WF @)IP 

Пусть О такая постоянная, что 

  — 9(Е©)) (1 fir — 

  

  

f™(x) Wo f (x) ; 

: “(tier _ (©. cory" me 
Wf eI? 

Тогда в качестве искомого уровня локальной выпуклости можно взять 
-1 

Fru = (=) (0). 

Такой выбор гарантирует нам то, что для всех х: Е(х) < Еги вторая 
производная 42Р/4х? функции (3.1) на всех стационарных точках будет 
положительно определена, т.е. на каждой компоненте множества уровня 
бги={х: Е(х) < Еьц} уравнение АР/Ах = 0 имеет единственный корень. 

Необходимым условием предложенного способа вычисления уровня 
локальной выпуклости является наличие оценок вида (3.8) и (3.9). Можно 
пойти по другому пути, заменив их оценками другого типа. 
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А именно, с учетом HepaBeHcTBa (3.15) oueHKa cHu3y mia d?F/dx? 
при условии АЁ/Ах = 0 может быть записана как 

    

    

    

  

  

  

    
  

PF _ 4, ИГ), | av ( wi AV? 
—-> ft — | — ——- ae Fp FO op TN лв) 

Quepuno, d?F/dx* > 0,ecnm 

me | Nfl < И 316 
| of „у, § cufieafir—-ch fy??? Cro 

af? 

Обозначим 
й 3 

ry = inf — feo (3.17) 
хо (NFP USE)? —(F@), FOP? 

— минимальный радиус кривизны кривой /(х); 

Ry(Vo) = | 97 er 3.18 v(Vo) = ven, 5 max 7 (3.18) 

AN” де? ^ 

— максимальный радиус кривизны множества уровня 5 (То) ={еЕ К": 
Г (е) =Г.} (см. ниже). Тогда при условии, что Ку (:) есть неубывающая 
функция, в качестве уровня локальной одноэкстремальности Р-функции 
при-" = 1 можно взять корень уравнения Ку (Го) =гу относительно Го, 

который обозначим Рри = Вр (г/). Как было ранее оговорено, матри- 
ца 927/де? положительно определена и непрерывна по е, множество 
5 (Го) компактно, значит, Ку (Го) < <. Очевидно, можно брать наиболь- 
ший корень уравнения Ку (Го) = гх. По определению тогда для любого 

x © R!: F(x) < Fy, dF/dx = 0 umeem d?F/dx? > 0. Mo teopeme 1.1, 
если к тому же Рги < Ре, то на любой компоненте множества 5. = 

= {хЕ К’: Р(х) <Р; п} уравнение АЕ/Ах = 0 имеет единственное решение, 
т.е. функция локально одностационарна. Разумеется, можно ограничиться 
оценкой снизу для (3.17) и оценкой сверху для (3.18). В случае суммы 
квадратов, т.е. когда У (е) =|е|?, имеем || 9//де! =21е!,927/де? =21. 

Поэтому Ки (Го) =1е| = МТ, и этот критерий совпадает с ранее полу- 
ченным (см. теорему 1.2). Здесь вместо оценок (3.8) и (3.9) мы восполь- 
зовались величинами (3.16) и (3.17) или их оценками соответственно 

снизу и сверху. 
Построенный критерий локальной одноэкстремальности для О-функ- 

ции имеет наглядную геометрическую интерпретацию, похожую на 
интерпретацию в случае суммы квадратов: Оля того чтобы на множест- 
ве уровня У (1(е)) < То функция была одностационарной, достаточно, 
чтобы минимальный радиус кривизны кривой Г: В! > В" был меньше 
максимального радиуса кривизны поверхности уровня {ТУ (ео) =У.}для 
любого Г, < Г влюбой точке поверхности. 
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Покажем, что подобная интерпретация имеет место. Действительно 
выражение под знаком ШЁ справа в (3.17) есть не что иное, как радиус 
кривизны кривой /: К! > А” (см. $ 1, гл. 3), гу — нижняя граница этой 
величины. Теперь определим радиус кривизны поверхности уровня функ- 
ции У: - 

J=J(V,) ={eER": Vee) = V,}, (3.19) 

где У. > ша Г(е), еЕ К". Пусть е(^) - кривая в В", nexamaa ua J, Tee. 

Г(\)) =И., AER’. (3.20) 

Обозначим ео = е(0), р = ае (0) [АХ -— вектор, лежащий в касательном 
пространстве (3.19), т.е. р 19У (ео)[де, что следует из дифференцирова- 
ния (3.20) по Х. По определению минимальной кривизной поверхности 
уровня 7 называется минимальная кривизна кривых, лежащая на, вторая 
производная которых ортогональна касательному пространству в ео. 
Дважды дифференцируя (3.20) по Х и обозначая 

dV(eo) 0* V(e) .  d*e0) de(0) 
——_ =g, —$—— W, e= ——, e=——=y, 

de де? а^? ах 

получим 

(8,е) + ТИ = 0. (3.21) 
Условие ортогональности е касательному пространству может быть запи- 

сано как @ = Kg, «x © R', поэтому, как следует из (3.21), получаем к = 
= -ртМь/| 5 ||?. Радиус кривизны такой кривой равен Ry(v) = 
= Ир" ИР. По определению тогда (максимальным) радиусом 
кривизны поверхности (3.19) в точке е, ЕЛ(У,) будет 

  

    
    

ОГ 2 

Ry-(eo, V.) = || — | max Wel 
де эи o7V 

(.. ) = ут р 
де де? 

Максимальным радиусом кривизны поверхности множества уровня 
S(Vo) ={eER": Гб) = К} поэтому будет 

Ry(Vo) = _ max Ку(е,Г.), 
.~ 0 

что совпадает с ранее полученным выражением. Геометрическая фор- 

мулировка критерия локальной одноэкстремальности установлена. 
Коротко остановимся на вопросе вычисления максимального радиуса 

кривизны множества уровня (3.18), который сводится к вычислению 

п = пах Il» II? 

vig v™Wy ° 
  (3.22) 

где И — положительно определенная матрица п Хи, # Е В", # = 0. Легко 
видеть, что 

vy ™ We 
xr <7! = min 
(MY) Sa = min 

  

9 
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где 4,(W) — минимальное собственное число матрицы Й. Для точного 
вычисления п заметим, что максимизацию в (3.22) достаточно проводить 
по гиперплоскости и’ ЕЁ, ={хЕ К": (х, 8) =0}. Пусть р Е В", тогда 
у’ = ({- 28"/|18|?)р — проекция р на [:;, Поэтому ограничение р18 

может быть снято за счет перехода к вектору р’. Другими словами, 
т 

т ( _ 88 
_ Nell? о 

Nn = max = Аша (4, В), 

т т 

и" (1- и )и(1- Es 
lle Il Il g Il 

Где Л ш;п(4, В) — минимальное обобщенное собственное число матриц 
т т т 

а = (1- =) w (1 ---), В=Г- 58°, 

le ll ll g II ||} 

т.е. минимальный корень уравнения |4 — ЛВ| = 0. Поскольку || р’? < 

<|| р |2, то получаем следующую оценку для 1 !: 

_ gg” gg* 
п! < Amin(A) = Amin (: — =) w(t — :) . (3.23) 

lg Il lle Il 

Теперь рассмотрим многомерный случай (т> 1) Р-функции. Домножая 
(3.6) на р’ слева, а справа на рЕ К”, р--0, получим 

: 92Р 7 oV 
p’ xz P = Gp)"WGp) + Х — hi(p), (3.24) 

Ox - Of; 

roe hy = hy(p, x) = p"H;(x)p, h = (hy, ....h_)*. Ha ocHope o606mennx 
неравенства Коши — Буняковского в условиях векторного линейного 
ограничения (2.31), гл. 3 найдем оценку снизу для второй суммыв (3.24) 
при условии, что 

  

    

  

    

  

oF 97 
—=х — 8i = 0. 

дх. Of; 

Получим 

97 97 „_ 1/2 
2 —h 2 - — | h™ (I —G(G™G)'G*)h] [2 (3.25) of af [n'¢ 

  

Таким образом, приходим к следующему критерию локальной одно- 

экстремальности О-функции, который является обобщением теоремы 1.3. 

Теорема 3.2. Пусть для О-функции (3.1) имеют место оценки (3.8) и 

(3.9).Пусть ИП > 0 такое, что 

- p™G™ (x) W(x)G(x) p — U [h*(p, x) I - G(x) (G" (&)G))™ X 

X GT(x))h(p,x)] > 0 VWx,pER”. 
’ 

Тогда в качестве уровня локальной одноэкстремальности О-функции мож- 
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но взять значение 

ф -1 

Ети = (>) (Ц). (3.26) 

Напомним, что для уровня локальной одноэкстремальности Рт гл имеет 

место следующее утверждение: на каждой компоненте множества ги = 

={x ER”: F(x) <F;, с} существует единственный локальный минимум 

Е(х) (см. $ 1, гл. 3). Запись (3.26) означает, что ф(Ет и) /Т(Ето) =Ц. 
Можно получить более простую, но более низкую оценку уровня ло- 

кальной одноэкстремальности, воспользовавшись неравенством (2.31), 
гл. 3: 

  = — _ 
a >-| 5 Of; | Ba i Ув |2 

Теорема 3.3. Пусть для О-функции (3.1) имеют место оценки (3.8) 
и (3.9). В качестве уровня локальной одноэкстремальности Р-функции 
можно взять 

Fru = (5). (^.), 

"6 <», < Amin {(G7 (x) Wx) G(x) [2 H26c) — (Z Ig dx) IP)“ x 
X LHAx) gx) Date) Н!()] "?} vx ER”. 
Данная теорема является обобщением теоремы 1.4. Разумеется, вместо 

Х . можно взять любую оценку снизу для ЕТ п. 
Как и в одномерном случае, можно пойти по другому пути, который 

имеет наглядную геометрическую интерпретацию. А именно, с учетом (3.25) 

1/2 
2 Hi; 8; ert, | , 

  

  

    

        

    

  

  

  

  

р" oF p 2 p"G" a Gp — | —|| [At -— GG™G) 1G") hy! 
дх? of? of 

Поэтому квадратичная форма ‘слева будет положительно определена, если 

>| p"G"Gp p*G*Gp 

д 92у йт(Г- С(С" С) СТ) ° fl gro Gg, И" 66" вутбт)н] 
of? 

Обозначим 

p*G* (x) G(x) p 
Ry= inf m т т 1 1/2 ° 

xER™ p #0 [A" (p) (I — G(x) (G* (x) G(x)“ G* (x) h(p)} */ 

(3.27) 
Заметим теперь, что 

Р"СТСр llr Il? 
max —— < шах 
oF p*G* WGp av МИ 

:—— = 0 rli— 
Эх of 

171



С учетом этого замечания может быть сформулирован следующий еще 
один критерий локальной одноэкстремальности О-функции. 

Теорема 3.4. Допустим, для функции Г (е) в (3.1) максимальный радиус 
кривизны Ву(Го) — возрастающая функция уровня Го - см. (3.18). 
Тогда в качестве уровня локальной одноэкстремальности О-функции мож- 
но взять 

Fry = Ry' (Rp), 

где К; — минимальный радиус кривизны поверхности Г(х), задаваемый 
формулой (3.27). 

Как и прежде, можно ограничиться оценками сверху для Ки, оценками 
снизу для Кги Рги. Так, в (3.27) можно снять минимизацию по р, вос- 
пользовавшись неравенством (2.34) из гл. 3. Тогда придем к оценке 

В; > Ш ши {67% 66.) [2 Н®). - 

— @ 146) В)" $ НХ) aie) D8) HO) - 7/3, (3.28) 
и вместо К; в теореме 3.4 можно взять правую часть неравенства (3.28). 

Продолжим рассмотрение примера с суммой модулей р-х степеней 
О, (а). Для начала построим аналог неравенства (3.10). На основе нера- 

венства (2.26) ‚ гл. 3 с учетом того, что 2 (р — 1) < р, получаем 

е     

2-р 2(p—1) 1/2 2-p p-i 

< pn P (zie) P = рп" Ор’ (3.29) 

2-р р-1` 

В данном случае ф(Г) =рпР? УР . Оценка снизу: первого слагаемого 

гессиана О, была построена ранее. Объединяя оценки (3.29), (3.11), по- 
лучаем следующую оценку снизу для гессиана: 

    

  

1 eg, 2 2 0. 
> 2 => О? А — Ор Р D, = 0, 
р да да 

где 

2-p 1 

р = ра) = рт? [51 - (> 18?) На, ХаТН 2. 
Таким образом, по теореме 3.3 в качестве уровня локальной одноэкстре- 
мальности для О} (и) `можно взять 

(Ордри = inf Minin (A (a) D7" (a)). 

Теперь найдем уровень локальной одноэкстремальности для (3.2) при. 
1 < р < 2 на основе теоремы 3.4. Для этого необходимо найти значение 
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(3.18) или его оценку сверху. Для функции (3.2) 

Ve) = Die /?, = р(;1е!2Ф-1)) 
        

07V 

де; 

Поэтому для нахождения значения (3.18) необходимо решить задачу опти- 
мизации 

= р(р-1)|е/Р-^, 1=1,..., п.   

ХХ ь2|е|Р-2=> шах (3.30) 

при условии 

Lv; | e;!?—! sign (e;) =0. (3.31) 

Поскольку при е; = 0 значение (3.30) обращается в 0, формально в (3.30) 
можно рассматривать значения е; = 0. Для получения грубой оценки сверху 
для (3.30) можно игнорировать ограничение (3.31); тогда 

ХХ 1ейР-? < [ши {1 е;|Р-?, 1=1,...,п}] 1 = ед 

Ry(Vo) <p шах (Diel?@-Y)'? jer? . 
rielP= Vv, 

Но при У |е;|Р = Гу имеем |е|2-Р <И@-Р/Р. Поэтому с учетом нера- 

венства (3.29) окончательно получаем 

2-р 1 

Ry(Vo) < pn? Ve. (3.32) 

Обозначим правую часть неравенства (3.28) через Х,, тогда за уровень 
локальной одноэкстремальности О, (а) по тебреме 3.4 можно взять 

p-2 1 
1 

(Ор)ри= р пР М. 

Для получения более высокого значения (Ор) г и необходимо получить более 
точную оценку для решения оптимизационной задачи (3.30) при ограниче- 
нии (3.31). Для этого в свою очередь можно воспользоваться форму- 
лой (3.23). 

Вычисление уровня глобальности и выпуклости. Нашей ближайшей зада- 
чей является обобщение теорем $ 2 на случай декомпозиционных функций. 
Нам потребуется одно обобщение леммы 2.1. 

Лемма 3.1. Пусть /($) — дважды непрерывно дифференцируемая, нату- 
рально параметризованная кривая в В", 0 <; <;. Пусть И (е) - дважды 
непрерывно дифференцируемая функция, 9?У/9де? > 0, еЕ В", У, > 

> ша Г(е) > —. Известно, что Т(1(0)) =7(16)) = Го, но V(f(s)) > 

> Иь, О <; < $,/Л(0) =7($). Пусть Ку(Фо) — максимальный радиус кри- 
визны поверхности уровня S(Vo) ={e © R": Ve) = Vo}, paccyureieae- 
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мый по формуле (3.18). Тогда 

/ k(s)ds > (5) - КО) I /Ry(Vo), 

где k(s) — Kpueu3Ha кривой, $ — длина дуги кривой. 
Доказательство обобщает доказательство леммы 2.1. Обо- 

значим /(0) =А, А, = (5), причем и (s) | =1,k(s) =I f(s). 
Как и раньше, рассмотрим функцию и! (5) = (7 ($) ‚Г(0)). Пусть у: — 
нетупой угол между касательной плоскостью к поверхности уровня 1(Го) = 

={еЕ К": Г(е) = И. } в точке А, и вектором А. - А1. Он определяется 
как наименыший угол между А, - А, и вектором и из касательного под- 
пространства. Нетрудно видеть, что 

A, —A,, #1)? 1/2 
cos¥1 = (1 — (“ ь 81) ) | , (3.33)   

lA, А, |2 lg, |2 

He g,; = 9V(A,)/de. Baenem теперь функцию и, ($) = (Г (5), Г(0)); дока- 

жем, что существует такое 51; 0 <51< $, что и; ($1) < с0$ 71. Допустим 
противное, т.е. и; ($) > соз у. Интегрируя это неравенство, как и при дока- 
зательстве леммы 2.1, получим 

^. А. -А., ДО 
cos (A, —A;, /(0)) = ( ту fe )) > с0$ 7. (3.34) 

2—А! = , 

  

Докажем, что в условиях леммы этого быть не может. Сначала заметим, 

что (1(0),#1)`> 0. Действительно, в противном случае для Г(5) =И(/(:)) 
t 

мы бы имели Т’(0) = (2,,/(0)) < 0, а значит, нашлись бы достаточно ма- 
лые $ > 0, для которых Г(Л($)) < 0, что противоречит условию леммы. 
Найдем 

  

(u, Az —A;) 
max (u,A,—A,) = max . (3.35) 

lu b=1 (g,,u) 20 lu || 

(g,,u) 20 

Заметим, что 

‚ (ЗИ!) 
(21,42 -—А,) = ye 42 At < 0 

в силу строгой выпуклости функции И(е) (см., например, [11, 24, 43]). 
Поэтому (3.35) достигается на границе. Пользуясь обобщением неравенст- 
ва Коши — Буняковского (2.17), гл. 3, получаем 

(А. — А1, 21) \” 

le, I? , 
  (u, A, —A,) < Пи! (14-4, 2 

что приводит к противоречию с (3.33). 
Аналогично можно рассмотреть функцию и. ($) = (1($), Л(5)), рас- 

сматривая кривую в противоположном направлении. Найдем 5% Е [0, $] 
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для которой и. (52) < соа$ 72, где 

(A, — Ay, 22) у 
cos ={]- 3.36 

72 ( 1A, —A, I? Ug, IP (3.36) 
  

— косинус острого угла между вектором А, — 4.) и касательной плос- 
костью к 1 (Го) в точке 4, &. =9И(А.) [де. Совершенно аналогично дока- 
зываем, что можно выбрать 51 <52. Тогда 

* 
52 

#5) 4 > 183) — Ло) И + 1Хз) ДИ > 
51 

> \/ 2 [(1 — cosy; )'/? +(1-— cos y2)'/?}, 

rye COS 7; H COS 7) задаются выражениями (3.33) и (3.36). Воспользуемся 
теперь неравенством (2.5') ‚ полагая 

    

  

Wr _ (A; — A2, 81) №2 _ (Az — Ai, 82) 

2 14, — А. Иа! ° 2 |4) — АА Иа И 

Тогда 

(4: - Ar, и =) 
1/2 1/2 le, || || 22 || 

\ 2 [(1 — соз 7, )'/? +(1 — cos y2)'/7] = .   

A, — All 

(3.37) 
Осталось показать, что правая часть неравенства (3.37) не меньше 
А, — 4. 1/Ви(Фо). Для этого рассмотрим следующую функцию дейст- 
вительного переменного: 

OV , 
(4: — 42, 52 (AA, +1 -2)42)) 
  

    

  

U(A) = эй ‚ О<л<1. 

[Fo +(1 —A)A2) 
de 

Обозначим для простоты 

ди ? | 
&(^) бе. (AA; +(1—A)A2), WA) = 562 (AA, +(1 —A)A2). 

Найдем производную (И = W(A)): 

dU 1 т 1 тот — = —— (1 —- Ar) WA — Az) — 7, (М, -4>) 88 (А, -4А)). 
dx lg Il Ig ll 
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Toryja mo Teopeme 0 cpeqHem (g2 = g8(0), 21 =a(1)): 

  

dU 
u(1)—u@) =(4, -A,, 2 _ 22) = © 

lg, ll || 22 || dx 

dU ПА, — А. Il? > . 1 2 

min — = min 
o<a<i dar A IgQ) ll 

ae - А.О) (а, — 44) __ Ч — 4580970) О, =^5 > 
    

  

lA, —A, IP 7 lgQ) I? 1.4, — A, I? 

_ Ay -— A, В | G v™ g(A) a" (A) WA) 
min Teal | min y WO)v—- 10) В У] 

Ир =1. 
vir A,—A, 

Обозначим Р(Х) =Г-#(^)" (А) /1= (^) Р. Как известно, это идемпотент- 
ная матрица п Х п, ее собственные значения равны 0 или 1. Поэтому для 

выражения в квадратных скобках получаем 

min v® PCA) WA)v = 

Amin (P (A) WA)) 3 =~ Amin (P (A) W(A) Р (A). 

Но с учетом неравенства (3.23) окончательно получаем 

53 U(1) — UO) 

fes)ds > Цар 

  

Le Г _ А, — 4.1 

Е) рт ИС)» Ry(Vo) › 

поскольку в силу выпуклости 5(Го) для любых 0 < < имеем е=ХА, + 
+ (1-^) А, Е 5(Ть). Этим доказательство леммы закончено. 
Замечание. Как следует из доказательства леммы, 

IA, —A, I? 

81 82 А; -А - 
( Hel? Wg, IP ) 

> NA, = Aol max Ill g(A) max 
O<A<1 

  Ry(Vo) 2 
  

mia m106bIX A,, Az: V(A,)= V(A2) = Vo, 8; = 9V(A,)/0e, j = 1, 2. 
Следующая теорема обобщает теоремы 2.1 и 2.4 на случай Р-функций. 
Теорема 3.5. Допустим, для функции У (е) в (3.1) максимальный радиус 

кривизны Ву(Го) (3.18) есть возрастающая функция уровня Vo. Положим 

Еиз = КУ(В,/Б), (3.38) 

Есс = па (Роз, Егс), (3.39) 

Ес = ВУ((Ви Р), (3.40) 

где р — интегральная, а Р — интегральная линейная кривизна поверхности 
Г) (см. $ 2), В; - минимальный радиус кривизны поверхности (3.21), 
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Fro — уровень локальной выпуклости. Допустим, Гиз < Ее. Тогда мно- 
жество уровня 5 (Риз) связно и на нем Е(х) имеет единственный локаль- 

ный минимум, совпадающий с глобальным. На множестве 5 (Есс) к тому 
же Е(х) локально выпукла, в частности, 9?Е|9х? > 0. Множества 5 (Есс) 
и5 (Ес) выпуклы. 
Доказательство в принципе мало отличается от доказательства 

теоремы 2.1 и теоремы 2.4. Рассмотрим сначала случай т = 1. Докажем 
прежде всего, что МНОЖество 5 (Риз) связно, т.е. представляет собой отре- 
зок- прямой. Для. этого достаточно показать, что если для кривой / ($), 
51 <; <; 2, имеем / (51) © S(Fyg), f(s2) € S(Fus), 10 f(s) € S(Fus) wa 
всех 51 <; <5.. Допустим противное, nyctb cywectByet s,:f(s,) € S(F ys), 
$1 <$, <52, те. Г (.)) > Рис. Очевидно, в этом случае найдутся такие 
$3 <s.<s,,max (V(S(s,)), V(f(s2))) < F* <Fug, что 

V( f(s) = V(fG2)) = F*, V(fG,)) > F* Ws (s1, 33). 

Натурально параметризуем кривую и применим к отрезку кривой f(s), 
$1 <5 <52 , лемму 3.1. Тогда 

If(3)— AON. W/CG)— M0) | 
Ry(F*) Ry(Fus) ’ 

где $ — длина дуги / (5). По теореме о среднем существует такое 0 <; <, 
что 

| k(s) ds > 
0 

  

  

5 _ ae Ifcs) — fo) Il 
J K(s)ds = “sk(s )> ВЕ) 

Поэтому 

~  Ifts)—f0) | 1 
k(s)> > = . 

6) s Ry(Fus) pRy(Fus) 

Но по определению Роз из (3.38) имеем Ку(Роз) =Е;/Р, поэтому с учетом 
(3.41) получаем 

k(s)> R;' = sup k(s) 
$ 

(3.41) 

— противоречие. Значит, кривая /(5) целиком лежит в 5 (Рис), если ее 
концы лежат в 5(Риз$), а это и означает связность множества S(F yy). 

Для доказательства теоремы в многомерном случае, как и в случае 
теоремы 2.1, достаточно соединить точки Г(х! ) и /(х2) геодезической Ha f. 

Существование локального минимума на 5(Рох) обеспечивается усло- 

вием Рос < Ре, где Ее задается формулой (1.1), гл. 1, а его единствен- 
ность и совпадение с глобальным минимумом следуют из теоремы 1.1. 

Дословно `повторяя доказательство теоремы 2.4, убеждаемся, что мно- 

жество 5 (КУ (К;/Р)) выпукло; поскольку Рс <Рь с, то д2Е[9х? > 0 на 
5(ЁЕс). Выпуклость множества 5 (Есс) следует из леммы 2.2. Теорема 
полностью доказана. 
Замечание. Если х, — точка локального минимума Р (х), то вместо 

РиРв формулах (3.38) и (3.40) можно рассматривать р(х,) и Р(х.) по 
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аналогии с р(а) ‘иР(а) (см. $ 2). Тогда, если Ry (F (x,)) < Re/p(x,), To 
х, — точка глобального минимума Р(х). Если Ву(ЁР(х.)) < R,/P(x,), 

то к тому же множество 5 (Ry (Ry/P (х.))) является звездчатым OTHOCH- 

тельно X,. 
Для иллюстрации доказанной теоремы продолжим пример с Ор (а). 

В данном случае оценкой сверху для Ку может служить (3.32). По- 

этому, если найдены оценки снизу А; для А; и оценка сверху р для р, 

то в качестве Рос для функции (3.2) при 1 <р< 2 можно взять 

p-2 a Afp 
1 — (= ) 

Fug =—n? |(—- 
Р Р 

$ 4. Некоторые подходы 
к построению критериев глобальности в общем случае 

Развитый в предыдущих параграфах подход к построению критериев 
совпадения локального минимума с глобальным ориентирован на сумму 
квадратов. Как строить подобные критерии (глобальности) для функций, 
не совпадающих с суммой квадратов? Некоторые подходы к построению 
критериев глобальности для общего класса функций предлагаются ниже 
(см. также [33]). Они применимы, если: а) известно множество уровня, 
на котором минимизируемая функция локально одноэкстремальна, б) из- 
вестен мажорирующий или минорирующий одноэкстремальный функ- 
ционал. Ограниченный снизу функционал М(х) называем одноэкстре- 

мальным на В", если он имеет единственный локальный минимум 

М(.) < МЕ, где Ме -— нижняя грань М(х) на бесконечности. Как сле- 

дует из леммы 1.1, для любого М* < МЕ множество уровня 5 (М*) = 
={хЕК”": М() <М*} компактно и связно. 

Теорема 4.1 (о мажорирующем функционале). Пусть Р(х) — непрерыв- 
ная ограниченная снизу на Е" функция, а Ето < РЕ таково, что на 
множестве 

5ги ={хЕА”": Е@) < Fry} 

функция Е(х)`локально одноэкстремальна (на каждой компоненте 5ти 
существует единственный локальный минимум). Пусть М. (х) — мажори- 
рующий функционал, одноэкстремальный на Е”, т.е. 

F(x) < Мо (х), хЕзги. 

Пусть Ети < Еги таково, что из Е(х) < Ето следует М. (х) <Ег о, т.е. 

Sty ={xER™: F(x) < Fru} С4хЕ В": М, (х)<Еги}=Е. 

Тогда, если х, — точка локального минимума Е (х) , причем Е (х.) <Его, 

TO X, — точка глобального минимума. 

Доказательство. Главное — показать, что множество 57 гу связ- 

но. Действительно, тогда из 5ти С 5ги следует, что на 5; у существует 

единственный локальный минимум х., те. для любых х © буи, х+х, 
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имеем Р(х) > Е(х.). Если x €-S,y, Te. ecm F(x) > Fry, To 

Р(х.) < Е(х) следует из неравенств Р(х,) < Fry < F(x). 

Прежде всего заметим, что в силу одноэкстремальности М. (х) множест- 

во Ё связно, причем Е С 5ги. Нетрудно видеть, что Ё` целиком принадле- 
жит одной компоненте множества 5ги. Значит, по условию теоремы на Е 

существует единственный локальный минимум. Отсюда следует, что мно- 

жество 5; также связно, так как по лемме 1.1 в противном случае 

функция Р (х) на Si с а значит, и на Ё имела бы два локальных миниму- 

ма. Теорема доказана. 

Теорема 4.2 (о минорирующем функционале). Пусть Е (х) — непрерыв- 

ная ограниченная снизу на Е" функция, а Егу < Ее таково, что на 
множестве 

Sry ={x ER": F(x) < Fru} 

функция Е(х) локально одноэкстремальна. Пусть М, (х) — минорирую- 

щий, одноэкстремальный на Е "функционал, т.е. 

M(x) < F(x), 

x © Srv. 

Пусть Е у < Ер у таково, что из М! (х) < Ег у caedyer F (x) <Еьи, т.е. 

E={x ER™: M(x) < Fry} C Spy. 

} 
Тогда, если х„ — точка локального минимума Е (х), причем Е(х.)< Его, 

то х„ — точка глобального минимума. 
Доказательство во многом совпадает с предыдущим. Множест- 

во Е связно и принадлежит одной компоненте множества 5ги. Далее, 
8 } 

легко видеть, что множество 5 ,, ={x ER”: F(x) <F,y} CE taxxe 
} 

связно. Значит, если х, Е 5; у — точка локального минимума, то для всех 
a - 

x #=x,, X €S; y umeem Е(х) > Р(х, ) в силу локальной одноэкстремаль- 
— } } 

ности Р(х) на 5ги. Если х Е 5ги, то Р(х) >Еги 2 Е(х.). Теорема 
доказана. 

В качестве одноэкстремальных мажорирующих или минорирующих 
функционалов часто удобно рассматривать строго квазивыпуклые функ- 

ционалы; функционал М(х) называется строго квазивыпуклым (на В”), 

если для любых х!, х. Е В", х, + №, и любого 0 < Х < 1 имеем 
М(Ах, + (1-^)х2} < мах(М@о,), М(х2)). Нетрудно показать (см.., на- 
пример, [36]), что строго квазивыпуклый функционал имеет не более од- 
ного локального минимума. В свою очередь строго квазивыпуклый функ- 
ционал часто можно определить через выпуклый. А именно, если P(x) — 
выпуклый функционал, & — строго возрастающая функция действитель- 
ного переменного, то М(х) = 8(Р(х)) — строго квазивыпуклый функцио- 
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нал. Это следует из цепочки неравенств 

М(Ах: +(1-Л)х2) =8(Р(^х! +(1-Л)х2)). < 

‘< #(^Р(!) + (1-Х)Р(х2)) < тах (8(Р(х1)), 8(Р(х2))), 

х %х., O<A<1. 

Еще один способ образования строго квазивыпуклых функционалов осно- 

ван на операции тах. А именно, если Р,(х), Р›(х) — строго квази- 

выпуклые функционалы на А”, то Р. (х) = тах (Р! (х), Р› (х)) — также 

строго квазивыпуклый функционал на А”. 
В теоремах 4.1 и 4.2 необходимо находить для данного уровня Ерс 

другой уровень Р L с < Ес: Часто это сделать не просто, и требуется 

наличие одновременно и мажорирующего, и минорирующего функциона- 

лов. Покажем, как выглядит окончательный критерий совпадения локаль- 

ного минимума с глобальным в этом случае. 

Теорема 4.3 - (критерий глобальности в общем случае) . Пусть Е(х) -—- 

непрерывная ограниченная снизу на Е".функция, а РЕги < ЕЕ таково, 

что на бги ={хЕК": Р(х) < Его} функция Е(х) локально одно- 
экстремальна. Пусть Р\ (х) ‚ Р› (х) — строго квазивыпуклые функционалы, 

причем 

Pi(x) < F(x) < P2(x), х Е 5ги. 

Пусть ЕТ и<РЕ и 7аково, что из Р! (х) <Р, с следует Р» (х) <Ет о, Т.е. 
` 

{хЕА”: Ри (х) < Е; и} С {хЕЁ": Р(х) < Его}. 

Тогда, если х, -— точка локального минимума функции Е(х), причем 

Е (х.) < Е! в, то х, -— точка глобального минимума. 

Следствие. Если Р\ (х) и Р› (х) имеют вид соответственно 8: (Р(х)) и 

82 (Р(х)), где 8, (#) < в2(#) — строго возрастающие функции действи- 

тельного переменного, Р(х) — квазивыпуклый функционал на Е", то 

можно положить Ери = 8: (251 (Ргс)) (ecu Frc = supg2(&), To 

полагаем |2 (Fic) =to). 

В качестве примера применения доказанных теорем рассмотрим задачу 
глобальной минимизации функции 

К (а) = Г. п О (в) + (п — П-т О (@), a € R™, (4.1) 

re O< 1 <n, Q;(a) =Ilyy - Xyall? > 0, y, ER’, y2 ER" ', 
j =1,2; Х, и Х. — матрицы полного ранга порядка { Хти (п-Г)Хт 
соответственно. Функция (4.1) возникает в связи с оцениванием парамет- 
ров линейной регрессии, дисперсия отклонений в которой различна; так, 

для{ =1,..., [ эта дисперсия равна 03, адляф =1 +1, ..., И эта дисперсия 

равна 02 (так называемая ’’гетероскедастичная” регрессия). Вычислитель- 
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ным вопросам оценивания параметров в таких регрессиях посвящен отдель- 
ный параграф — $ 4, гл.7. Там, в частности, будет построен критерий одно- 
экстремальности функции (4.1), т.е. будут найдены условия, при которых 

К (<) имеет единственную стационарную точку на К”. Сейчас мы построим 
критерий одноэкстремальности для этой функции, основываясь на резуль- 
татах данного параграфа, т.е. с помощью мажорирующего и минорирующе- 
го квазивыпуклых функционалов. 

Важнейшим свойством исследуемой функции (4.1) является ее мажори- 
руемость квазивыпуклой функцией: 

п 
  

| —1] 
1. In Q,(a) + (” — 1)-1In Q2(a) S2n- In = O,(a) + 0x0) |- Peo. 

n 

Это неравенство — следствие вогнутости 1п. Таким образом, А () <Р(®, 
« Е В", т.е. Р(а) — мажорирующий квазивыпуклый функционал. 
Для применения теоремы 4.1 осталось определить уровень одноэкстремаль- 
ности минимизируемой функции (4.1). 

Найдем первые и вторые производные этой функции: 

  

  

  

OR _ x? _ n—]| x? 

da Oay ) а) 20, 

1 2 _ 1 x. + n—-1 yy 

2 aa? O(a) "о бо 

21 То ил т ‚ 2" -10 ст т 
— 03(a) Xi €Qi(a)et (a) Xy Cie. €2 (a) e2 (a) X>, 

re e(a)=y; — Xja, j=1,2. Urax, nycts ЭК/да = 0 Оценим в рамках это- 
го ограничения гессиан функции снизу. Начнем со случая т= 1, т.е. по- 

ложим X,=%,ER?. Обозначим Т; = (х;, е/), /=1,2. Тогда АК/4“ = О@ргу- 
мент &х в скобках для краткости опускаем) равносильно 

1. Т, /О1 +(n—1)- T,/Q2 =0, 

  

  

при этом 

Гав _ Их @ Die — 201 — 2@- ПТ} 
2 da? 0, 0. 01 0} 

Выражаем T2/Q2 через Г,/О, в первом уравнении и подставляем во 
второе; получаем 

  
  

1 ав _ Их = (n-Dilxe Il? 2nl Т1 
— = — + — ° 

2 da? О, OQ, n—I 01 

Теперь заметим, что (x, y — ax) =(Q(a) - 0) Il x |?, где О(а) = |у-— ах|?, 

Q= min Q(@). Поэтому Т1 = |х, [2 (0, @ - 01), где 
О; = ша || У1 —ах, |2. 

а 
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Таким образом, значение второй производной исследуемой функции в 
стационарных точках будет равно 

ГА Их | ix 21 (0-01) 
    

    

— = х |2 = 

24 0 0, п-1 A 
(n—Dix2'? = 2nlQ, "x, 1? = 1 (n+ 1) = 4 Oe - xy J]? —, (4.2) О, "1 Qi п-1 О, 

Наша ближайшая задача — определить те пороговые значения КА (&), ниже 
которых. последнее выражение положительно. Этот уровень и будет со- 
ответствовать уровню локальной одноэкстремальности. Для решения 
этой задачи необходимо оценить (4.2) снизу в терминах [.ШО, + 
+п-—П.№ШО.. Для этой цели воспользуемся еще раз оптимизационным 
методом получения числовых неравенств (см. $ 2, гл. 3). 

Допустим, требуется оценить снизу выражение Ах/у + В)/х в терминах 
Сшх+БШу, где А, В, С, О, х„у> 0. Образуем функцию Лагранжа 

х 1 
L&, y; N=A—+B——A(Clnx+Diny—-y) 

y x 

и найдем ее стационарные точки: OL/dx = A/y — B/x? —vC/x=0, adL/day = 
=-— Ах/у? —ХБуу =0. Выражаем х, у через Х и подставляем В уравнение. 
ограничение Сшх +Рпу-—ф=0, откуда найдем Л, а затем`х и у. Окон- 
‘чательно получим следующее числовое неравенство: 

  

  

Ах В 
—+—> 
y x 

Cin + D In г —Clnx-DIiny 
C+D D(C +D) 

2 (C + 2D) exp , 
C+2D 

A,B,C, D,x,y>0. (4.3) 

Доказательство того, что найденная стационарная точка (единственная) 
дает глобальный минимум Ах/у+ В/х при ограничении Стшх+Ршу= 
= ф, достаточно просто. 

Применим неравенство (4.3) для оценки снизу (4.2). Заметим сначала, 
что знак неравенства (4.3) не изменится после домножения на О, >0. 
Таким oT применяя (4.3) к (4.2), можно утверждать, что 

  

  

Qi d (п +Г) (2° 
aR х1 [|? + (2n — l)exp |}, 2 dee nl la I" +¢ )exp On ) 

nae 20 A 2 2 21 lx 210; \|x x =. Их, 17 О: +(n—D-in Ох, | | х2 | 

п-[ п-[ 

Поэтому, если 

(п +1] 1х? 
К (“) <Е- (21-Й): Ш (2+) Wer =Ать, (4.4) 

(n —1)(2n — 1) 
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то d*R/do? >0O при условии, что 4К/4а=0. Можно показать, что для 
(4.1) ВЕ =®, поэтому на основании теоремы 1.2 утверждаем, что на 
множестве 5={«ЕК': В (а) <Вги } функция (4.1) локально одноэкстре- 
мальна, т.е. на любом интервале, содержащемся в 5, функция (4.1) име- 
ет не более одного локального минимума. 

Обобщим формулу (4.4) на многомерный случай. Пусть vER™, vF 

+0. Домножим гессиан А (<) слева на р" и справа на р, а градиент сле- 
ва на р". Обозначим Ту =" Хле;. Действуя теперь, как и в одномерном 

случае, придем к выражению 

1 _ 428 IP; ‚ @-ПР, 21 ТТ? 
    — p= , 

2 0a? О! О. п-1 Qj 

roe P;= v™X, Xv, ]=1,2. Докажем теперь следующее неравенство: 

(y — Xa, Xv <v™X™Xv(Q(a) — 0), (4.5) 

me a,yvER™, yER", X —matpuua nX m, Q(a)=\ly — Xa 17, O=minQ@) 
а 

Действительно, пусть 

а = агр шт О (<). 
a 

Тогда легко проверить, что (у- Ха, Ху)=0 для любого vER™, nosto- 
му, применяя неравенство Коши — Буняковского, получим 

(y — Xa, Xvy = ((y — Xa) — Х@е- а), Хь) = 

= (X(a —a), Xv~ <v™X*Xv(a — al X*X(a—a). 

Также нетрудно установить (известный факт линейного регрессионного 
анализа) , что 

A 

Q(@) — O=(a— a) X*X(a—a). 
Последнее окончательно доказывает неравенство (4.5). Применяя его к 

Т1, получим Т1 <Р.(0, -0!), что приведет нас к оценке снизу для 
рт (9*К/да?)ь!2, аналогичной одномерному случаю. Применяя неравенст- 
во (4.3) , приходим к следующему ответу: 

  

R =E (2 11 I(n+1)P, 

Lu@)=£()—(@n—I/)-In Пей’ 

где 

E(v)= [inet oe 
ni- — 

P;= ТХ, Ху, j=1,2; 0; = min Q, (a). 

Лля получения окончательного ответа осталось найти минимум Аго() 
по р. Для этого перепишем К; с (2) следующим образом: 

ИТХа Хор 
Rru)=(@-—!): ти — 
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где 

    

210 I(n + 
Fe] In! — 21-1: и 

п-1 п"-— 1) (21-1 
Очевидно, 

ИХ Хор . , 

min ———- = Amin (X72 X2) (XT X1)' =A, y vTXTX vy min ( 2 2) ( 1 1) 1 

поэтому окончательно уровнем локальной одноэкстремальности для К (&) 
в многомерном случае будет 

Ки=("п- 1: ША, -Е (4.6) 

На основании теоремы 1.2 утверждаем, что на любом связном мно- 
жестве, содержащимся в {а: R(a)<R,y}, минимизируемая функция 
имеет не более одного локального минимума. 

Теперь все готово, чтобы применить для функции (4.1) теорему 4.3. 
Осталось найти минорирующий квазивыпуклый функционал. Имеем 

R@)>1-1nQ,(@) + (n— 1) “nO, = Pi), 
R(a)>1-1nO, +(n-1)- In Q,(@) = P,€@), 

поэтому К (<) > Р. (<) = тах(Р, (<), Р› (“)), т.е., как было выше отмечено 
Рз (©) — квазивыпуклый функционал. На основании этого 

P3(a)<R(a)<P(a), aER™: 
поэтому, положив 

so. 1 A A 

Rry=> Riu tiny +(n—1)In Q2), 

A 

где Кри задается Bpipaxenvem (4.6), Q;=minQ;(a), будем иметь {а: 
P3(a®)<R,y} Cla: P(a)<Rzy)}. Итак, критерий глобальности для функ- 
ции (4.1) имеет следующий вид: если а — точка локального минимума 

К(“), причем R@<R,y, то а — точка глобального минимума R(a). 

Другие примеры использования доказанных теорем приводятся в гл.7 

при построении критериев глобальности для минимизуремых функций 
вида сумм неквадратических невязок линейной модели.



ГЛАВА 5 

ОБЛАСТИ ВЫПУКЛОСТИ 
И ОДНОСТАЦИОНАРНОСТИ СУММЫ КВАДРАТОВ 

В ПРОСТРАНСТВЕ НАБЛЮДЕНИЙ 

В предыдущих главах мы искали такое пороговое значение суммы квад- 
ратов, ниже которого эта сумма становилась выпуклой (или односта- 
ционарной) функцией. Таким образом, задача нахождения подобных об- 

ластей решалась в пространстве параметров на множествах уровня ми- 
нимизируемой функции. 

В данной главе область выпуклости (одностационарности) . будет ис- 
каться в пространстве наблюдений. Задача, таким образом, сводится к 
тому, чтобы для данной нелинейной регрессии найти в А” такое подмно- 
жество наблюдений Ус, для каждого у из которого функция 

Q(@)= 2 01-1, «ел, 
является выпуклой на Л; здесь Л — выпуклое априорное множество 
параметров из А” 

Как использовать, например, построенную область выпуклости суммы 
квадратов? Во-первых, если данный, конкретный набор наблюдений у 
принадлежит этой области, то на Л минимизируемая функция является 
выпуклой со всеми вытекающими отсюда последствиями. Во-вторых, об- 
ласть выпуклости определяет те качественные условия, которые накла- 
дываются на наблюдения, при которых задача оптимизации будет ”хо- 
рошей”. Таким образом, можно сказать, какими должны быть данные, 
чтобы соответствующая модель регрессии была адекватной. Таким спо- 
собом можно априори определять адекватность `выбранной модели. 

$ 1. Область выпуклости О(&) 

Областью выпуклости О(“) в пространстве наблюдений называем MHO- 
жество Ус такое, что для любого уЕ Ус функция О(“) выпукла на Л. 
Найдем область выпуклости сначала для одномерной регрессии, т.е. в 

случае ЛСА!. Как легко видеть, тогда 

1d7Q_. . 
= F@) II” + CF@), F@)) — O, F@)), 

2 da? 
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поэтому 420/402 > 0, «ЕЛ, для всех у из множества !) 

You П {yER™: (y, f(@)) <I F@) Il? + (Га), Г())}. (1.1) 

Это множество выпукло как пересечение полупространств. Множество 

(1.1) — максимальная область выпуклости в том смысле, что если уЕ Ус, 

то найдется такое и ЕЛ, что 4*О(®)/4“? < 0 (в дальнейшем именно так 
и будем называть это множество, а его подмножества — областями вы- 
пуклости). 

В некоторых, весьма простых случаях максимальная область выпук- 
лости регрессии может быть установлена аналитически. Рассмотрим, на- 
пример, параболическую регрессию /(<) =а?2 +ах, аЕВ!, х,2 ЕВ", для 
которой 

(а) =2а2+х, f(a) = 2z. 

Для этой регрессии 

Ус=П{уЕД": 2(,, 2) < |202 +х ||? +2(2, а?*2+ах)}. 
ах 

Таким образом, Ус состоит.из тех уЕА”", для которых квадратный 
трехчлен 

| 2az +x |[? +2(z, a?2z t+ax)—2(y,z)>0, —-<a<0, 

что возможно лишь в случае отрицател bHOCTH ero дискриминанта 

D=36(x, zy —24]|z i? (ix Il? — 20, z))<0. 

Таким образом, максимальной областью выпуклости Q(a) для параболи- 
ческой регрессии будет полупространство 

Ус= [Е | (1.2) 

Итак, если данный набор наблюдений у попадает в множество (1.2), 

то сумма квадратов О(“) для параболической регрессии с этим набором 
наблюдений является строго выпуклой функцией на (- °°, c%) (cm.puc.10, 
с. 84). 

Разумеется, в других случаях аналитически найти множество (1.1) бы- 
вает не просто. В лучшем случае можно поставить себе задачу найти 
хотя бы подмножество этого множества, чем мы сейчас и займемся. 

Максимальную область выпуклости (1.1) обозначаем Ус, тогда как ее 
подмножества Ус (без верхней черты). 

Помимо области выпуклости функции в пространстве наблюдений, 
можно построить область корректности минимизации О(“), «Е Л, т.е. то 

множество наблюдений уЕК”, для которых нижняя грань О(и) Ha A 
достигается (вопросам построения соответствующих критериев посвяще- 

на первая глава книги). Обозначим это множество через Ук. Таким 

1) Индекс С в обозначении Ус есть первая буква англ. Сопуех — выпуклый. 
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образом, если уе Ук, то существует аЕ Л такое, что 

Q(a)= int Q(a). 

Лля каждого уЕ Yon УЕ = Усе сумма квадратов О(=) выпукла на Л, 
причем нижняя грань О(х) достигается, т.е. оценка МНК существует. 

Перейдем к вопросу нахождения области выпуклости суммы квадра- 
тов. Рассмотрим для начала случай т=1. Прежде всего заметим, что 
множество выпуклости может быть пустым. Необходимым условием то- 

го, чтобы Ус=ф, является 

  

inf T(a)=T* #—~&, (1.3) 
acA 

roe 

2 (a) = + (еде) a4) 
Ле) | 

Здесь и далее предполагается, что || f(a) |570 УаЕЛ, поэтому в случае 

| f(a) ||=0 под знаком ШЁ понимаем + °°. Условие Yo*o следует из не- 
равенства Коши — Буняковского: 

©, 9) 

I F(@) I 

Поэтому, если Уо Е Ус, то T(a)>— jf voll. 
Итак, для того чтобы множество выпуклости было не пусто, необхо- 

димо, чтобы Т” *— °°. Последнее условие выполнено, в частности, для 
регрессий с конечными хвостами (см. гл.2). Действительно, тогда 
11) |<А, «ЕЛ, поэтому применяя неравенство Коши — Буняковско- 

го, получим 

AF@I? — WA@ NNO) We 

y ll. 

  T(a) > 
| а) || (а) || 

Самым простым способом отыскания подмножеств Ус является сле- 
дующий. Выберем некоторую точку TER” — ”центр” искомой области 

выпуклости. Тогда Ус можно переписать как 

Ус= A { YER": (Vm f@)<IS@I? +¢@-—1f@)}- (1.5) 
Пользуясь неравенством Коши — Буняковского 

(у- п, @)) <Пу- ти 
можно утверждать, что шар 

{ у: ПуУ-т| < Ти} С УС, 

  

где 
2 га ет. тыс ПФ += 79) 16) 

a a F(a) I 
Итак, для любой точки у из шара 

Ус=({у: Пу-т!<Т!} (1.7) 
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сумма квадратов О(&) является выпуклой на Л. Разумеется, для того 
чтобы Ус=ф, необходимо, чтобы Ти > 0. Последнее условие может быть 
ориентиром при выборе точки лЕД”. 

Область выпуклости можно построить в виде эллипсоида. Для этого 
выберем любые положительные и’1, \›,..., ии. По неравенству Коши — 

Буняковского 

(ут, а) = $ Юты У < 
< [О - 1 мВ [Ко 1. 

Тогда, если обозначить 

г У +0 @) — *, о) 
< [Кади] 11 

то областью выпуклости будет эллипсоид 

Ус={уЕВ": У(у,-п) м < (Ту }. 
У этого эллипсоида направление осей совпадает с осями координат. Это- 

го можно избежать и построить область выпуклости в виде эллипсоида с 
произвольным направлением осей. Пусть А — некоторая положительно оп- 
ределенная матрица п Х п. Тогда 

(у - т, Л@)) = (п Ло = М7 (у п)" Ма] < 
< [© - тт А (уф пи [ет АКФИ" Р. 

В этом случае 

се МФ + (©) - т, Г) 
2 (f*@)Af@)'” 

и область выпуклости имеет вид произвольного эллипсоида: 

Ус={уЕВ": (у- тг А"(у-т)<(Т,) }. 
Выбор области выпуклости для данной конкретной регрессии в виде 

сферы или эллипсоида (другими словами, выбор вектора пл и матрицы 4) 
должен быть таким, чтобы область выпуклости была наиболее широкой” 
В частности, этот выбор должен приводить к Т/ >> 0, разумеется, если это 
в принципе возможно. Примеры выбора т и А читатель найдет ниже. 

Построение множества выпуклости в виде сферы (1.7) основано на не- 
равенстве Коши — Буняковского и не учитывает ”направленность” векто- 

  Tr 

Тл   

pos f(a), « = Л. Множество выпуклости можно сделать намного шире”, 
если учесть эту направленность. 

Итак, предположим, что /(&) , и Е Л, лежит в некотором Konyce K CR”. 
Этот конус может быть, например, многогранным или круговым. В случае 
многогранного конуса он может быть задан системой неравенств вида 

(c;, f;(a)) 2 0,1 =1,...,п. Если конус круговой, то он задается осью и 
углом раствора (за дальнейшими ссылками по теории конусов отсылаем 
читателя к $ 2, гл. 1). 

Итак, будем считать, что 

f@)EK, «ЕЛ, (1.8) 
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n Ге 

где К" К — замкнутый заостренный конус. Как следует из (1.5), мно- 

жество ‚выпуклости одномерной нелинейной регрессии Ус совпадает с мно- 
решений линейной по у Е К" бесконечной системы неравенств 

(полагаем для простоты в (1.5) 7=0): 

019) от. ПИФ +0, Лед 
IF) I 1 (@) | 
Н —_ Сы > Сы 

аша задача наити Подмножества решении этои системы неравенств. 

Заменим правую часть (1.9) ее нижней гранью, Г” = шЁ Т(а) = -—®; 
aGaA 

решения полученной таким образом системы неравенств 
системы (1.9): р Рудут решениями 

  (1.9) 

и 

у, <T* V ЕК. ( lal u , (1.10) 

Будем искать множество решений. (1.10) относительно уЕ А". На рис. 15 

показано множество выпуклости Ус и два его подмножества: круг с радиу- 

сом Г и скругленный конус (см. ниже). Граница Ус является огибающей 

семейства прямых, ортогональных / (&) , отстоящих от 0 на расстояние T(a). 
ассмотрим три случая. 

* =a nom T = 0, то решением (1.10) относительно у по определению есть. 
открытый отрицательно сопряженный конус. Для того чтобы К^ =ф 

необходимо, чтобы система в f , екторов { /(<), «Е Л} была о i eee ; } днонаправленной 

® 

ое ‚попустим, Т < 0. Отметим, что в этом случае система (1.10) имеет 
гда и только тогда, когда конус К заострен. Действительно, 

42 

  
х _‹ ©) 

х De 
OL OOOO OOOO C) х и 

< С 
RII, OTC Oe 

х СС ХК 

ООО 

x os x 52505 5059 < . 
ООО I 

520905 х 
ООО 

х Хх х 
2526050 ООС 02509 

СОЯ 
ОХ ООО 5505 

QOMKMDY) С, 

Рис. 15. Множество выпуклости Ус иего подмножества (п = 2, т= 1): заштрихован- 

ная — область множество Ус, область с двойной штриховкой — скругленный конус 
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предположим, что К не заострен, т.е. и Е К, —иЕ К, и + 0. Тогда, если у — 

решение системы (1.10), то (у, ии |) < ТГ" < 0, ас другой стороны, 

9 м >     

  

— противоречие. Обратное утверждение будет доказано конструктивно 
ниже. Итак, пусть К — заостренный конус. Решение (1.10) будем искать, 
сдвигая отрицательно сопряженный конус К” (в силу заостренности К 
этот конус также будет заострен). Как было показано в $ 2, гл. 1, конус К 
заострен тогда и только тогда, когда существует, Е К”: (и,’)>0 ЧиЕК. 
Покажем, что подмножеством решения (1.10) в этом случае будет откры- 

тый конус с вершиной в Л*у: 

K~ +y°*p, (1.11) 

® _ T* 

min (», u/\\u fl) 
иЕК 

  

Действительно, если и Е К” + Л*р, тои =у+^Л*, гдеуЕ К`, поэтому 

(1 Tat) (+x Well ст) "Тит: `( rat) 
of # \ _ ae (_@ ule ll) . 

^ (> an) Г est. <7 

T.e. MHOxecTBO K~ +)" v принадлежит множеству решений (1.10). 

Пусть, наконец, Г” > 0. Как ранее было показано, в этом случае Ус 
содержит сферу ненулевого радиуса. Ближайшей нашей задачей является 
нахождение более широких” подмножеств множеств решений системы 
бесконечных неравенств (1.9) в условиях однонаправленности системы 

векторов { f(a), a & A}. 
Допустим сначала, что К — круговой заостренный конус: 

K={uER": cos(uz)> cos y}, (1.12) 

где 2 — ось конуса, 0 < у < 1/2. В этом случае решением (1.10) будет 
скругленный конус (рис. 16). Если и пробегает множество К, гипер- 
плоскость (у, и/| и ||) = Т” скользит по сфере радиуса Т”. При этом пере- 
сечение полупространств {у: (у, и/|и|) < Т*}, иЕ К, содержит шар 
ly < Т”. Крайние положения гиперплоскости (у, и/| и ||) = Т° отвечают 
крайним направлениям конуса К, они в свою очередь соответствуют ребрам 
конуса К. Таким образом, в условиях, когда и принадлежит круговому 
конусу, множеством решений является скругленный круговой конус, 
отрицательно сопряженный к К. Опишем его аналитически. 

Как следует из вышеизложенного, областью скругления кругового кону- 
са является часть сферы радиуса Т” (см. рис. 16). Вершина Н этого конуса 
лежит на луче ^2. Очевидно | ОН | = Т* /со$ у, поэтому Н = Т*2/(|2 |со$ 7). 
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Рис. 16. Скругленный круговой конус (п= 3, т= 1) 

Таким образом, решением системы неравенств (1.10) будет круговой 
конус 

С = [мед соз (м, 59> (5. = — (1.13) 
. at cosy” 

за исключением той его части, которая лежит вне куска сферы радиуса Т°. 
Аналитически последнее условие может быть описано следующим образом. 
Пусть уе С, причем 

( zT* > ) < п 
2] =ф<— 7. 

7 [| Zz |] cos y ? 2 7 

Тогда, если к тому же 

        

    

2Т* 2 2 
—_—__ >(T*y + ту, 

lz ll cosy cos? y 

sin T*) 
+ 2 с0$ (гомо ? )* ф: (Г) , (1.14) 

cos Y cos ¥ 

то уЕ Ус - решение системы неравенств (1.10). Формула (1.14) получа- 
ется из решения треугольника ОНС (рис. 17). 
_ Вместо точного решения (1.10) в условиях (1.12) можно ограничиться 
приближенным. Для этого произведем сечение кругового конуса (1.13) 
гиперплоскостью (и: (и, 2/!!2 ||) < Т*соз у}. Таким образом, в качестве 
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подмножества Ус можно взять усеченный конус 

GN{uER": (u,z)<T*|Iz || cosy}, 

где круговой конус С задается (1.13). 
В общем случае, т.е. когда конус (1.8) не является круговым, решением 

(1.10) по-прежнему является скругленный отрицательно сопряженный 
конус К^, сдвинутый на некоторый вектор (т.е. с вершиной, не совпадаю- 
‚щей с началом координат). Аналитически описать это множество в общем 

Рис. 17. Сечение скругленного кругового кону- 
са плоскостью ОРДУ 

  0 

случае весьма трудно. Ограничимся опять нахождением подмножеств ре- 
шения (1.10), которое будем искать в виде обычного конуса, сдвинутого 
на определенный вектор. 

Рассмотрим сначала случай заостренного конуса К, когда сущесгвует 
такой вектор р, что (и, р) > 0, иЕ К. Требуется определить некоторое (по 
возможности наиболее широкое) подмножество решений у системы беско- 
нечных неравенств (1.10). Покажем, что в качестве такого подмножества 
можно взять отрицательно сопряженный конус, сдвинутый относительно 
начала координат: 

К? +^*ь, (1.15) 
где 

№ = ТИ. 

Действительно, пусть уЕК7+Л*р, т.е. у=и +Л* р, где (ч,, и) < 0 для вбех 
иЕК. Тогда по неравенству Коши — Буняковского 

и =“ ‚ и) +" ( 4 epee) <Т* 

(. т) Tr jan) НИИ 
что и требовалось показать. 

Теперь найдем множество, которое, наоборот, содержит множество. 
решений (1.10). Покажем, что им будет тот же конус, но сдвинутий на 

  

  

другой вектор: f 

K+ aX**p, (1.16) 

где 

** = Г*/ шт (2 
иек\ |и| 
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Действительно, пусть (у, и/|и||) < Т*. Для того чтобы уЕ К? + ^**р 
необходимо и roe чтобы для любого иЕ К (у - Л**, и) < 0. Но 

( A**p _—_)s —_—_ и) — и < * 

ull Or a (o lui) 

(рим ||) * T* —-T*=0 
? 

min (v, u/|| u Il) 
  

что и требовалось показать. 

Конус (1.15) может оказаться достаточно плохой аппроксимацией, 

особенно. в тех случаях, когда угол поворота конуса достаточно велик. 
Вектор и, для которого (и, р) > 0, ие К, может быть выбран многи- 

ми способами. Какой из этих способов предпочесть? Для ответа на этот 
вопрос сравним два конуса (1.15) и (1.16). Первый минорирует множест- 
во решений (1.10) , второй — мажорирует. Поскольку 

и р и 
min Vv, —— }= ||» || min , 

[| we II u\llvll tell 

= || v || min cos (v5), 
u 

  

то для того, чтобы разница в множестве (1.15) и (1.16) была ”наимень- 
шей”, необходимо, чтобы р было выбрано из условия 

max min с0$ (ри), 
и иЕК 

что эквивалентно минимизации максимального угла р прииЕК!). 
В случае кругового конуса (1.12) в качестве р для выполнения этого 

условия необходимо взять ось конуса 2, что и было ранее сделано (см. 

(1.13)). 
Теперь изучим множество решений системы (1.10), когда конус К 

не является заостренным и Г* > 0. Как было ранее показано, в этом слу- 
чае множество решений (1.10) содержит шар (у: |у| < Т*}. Этот шар 
в точности совпадает с множеством решений (1.10), если К совпадает со 

всем пространством. Если К совпадает с некоторым подпространством 
меньшей размерности р < п, то множеством решений (1.10) является ци- 
линдр; основанием цилиндра служит р-мерный шар радиуса Т*, обра- 
зующие цилиндра ортогональны подпространству, в котором лежит /(“). 
Таким образом, если ортонормированный базис в А" выбран таким обра- 
зом, что К лежит в пространстве, натянутом на векторы 71, 72,..., Тр, 
то множеством решений (I. .10) в 7 системе координат будет цилиндр 

{иЕЁ”: и! +и2+...+и5 < (Т*)? 
В том случае, когда в (1. 5) t#0, owerent (1.9) запишется в виде 

Кю. 
(y=, —™ Fei] 7 8S (1.17) 

  

*) Таким образом, в оптимальном BapHaHTe v COBMayaeT C OCbIO KOHYyca (cM.: § 2, 

гл. 1). 
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решение котброй относительно (1.9) будет сдвинуто на вектор п. В част 
ности, если векторы f («), аЕ Л, строго разнонаправлены, то решение 
(1.17) содержит шар (1.7), если 1(а), а Е Л, однонаправлены, то реше. 
ние (1.17) содержит скругленный конус решения системы (1.9), сдви. 
нутый на вектор пт. 

Перейдем к примерам. Начнем с параболической регрессии, для которой область 
выпуклости можно построить точно (ранее она была построена непосредственным 

образом). В этом случае [ (=) =22, поэтому соответствующим конусом будет луч, 

порожденный вектором 2. Значение (1.3) для параболической регрессии равно 

  

1 
min T (a) = —— ша [1 222+х1 2 + 221212 +2а (х, 2)] = 
a 22 2 а 

1 их | 3 (x, z)? 

2121 4 1212 |" 

Конусом, сопряженным к лучу ^2, Л > 0, будет полупространство, поэтому решением 

системы неравенств (1. ° для параболической регрессии будет полупространство 

3 “2. 
Е": — их |2 Yo={ ye 0,2) <> Их" 4 а 

что совпадает с ранее полученным результатом (1.2). Практически этим результа- 

том необходимо пользоваться следующим образом. Пусть у, Е А” — фактический 
набор наблюдений; если 

1 3 (x, 2)? 
‚2) < — ИхИ? - — , 

то функция О (=) =Х (уу —а?2; - ах;)? является выпуклой на А!. 
Рассмотрим теперь более интересный пример. Найдем область выпуклости для 

следующей одномерной регрессии: 

©) =А+ахрР, 1=1,..:п, (1.18) 
где р фиксировано (р 0, р += 1). Будем считать Xi > 0; за априорное множество 

параметров для (1.18) возьмем Л = (0, ®). Прежде всего установим условия су- 

ществования оценки МНК для этой модели, т.е. достижимости нижней грани функции 

О =$ У; - а +ахрР]?, а>0. (1.19) 
1 

  

Исследование модели (1.18) необходимо разбить на ряд случаев в зависимости 

от значений р. Будем в дальнейшем считать р > 0. Анализ для случая р < 0 проводит- 
ся аналогичными методами. Тогда О (и) -+ < при а -+ <. Поэтому при р > 0 нижняя 
грань (1.18) достигается, если О’ (0) < 0. Но 

Q' (a) =—2p ; 7: — а+ахрР] А + ахдР- 1х; 

поэтому 0’(0) = —2рф (у; — 1х; < 0 тогда и только тогда, когда $ (уг -1)х; > 
> 0, те. Ху; х; > 5х}. Итак, в случае р > 0 в качестве области существования оцен- 

ки МНК в пространстве наблюдений можно взять полупространство 

УЕ ={уЕЁП: (,х) > (х,1)}, (1.20) 

где 1 = (1,..., Ту, хЕ ВП — соответствующие векторы. 

Займемся теперь нахождением величины Т”. Положим в формуле (1.6) п = 0; 

тогда, как нетрудно проверить, 

2р-1 5х? (1+ах)2Ф-Ю 
Т, &) = —Р f ы ‚ а>0. (1.21) 

Р-11 [52 (1+ахр2Ф-2)] 1/2 
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1. р > 2. Оценим снизу выражение хх} (1 + ах!) 2 (P-1) 3 терминах выражения 

x x} (1 + ax;) 2(p—2), Используем для этого оптимизационный метод ($ 2, гл. 3). 

Обозначим х} =5;, (1+ах;)* = м. Построим функцию Лагранжа 

  

  

— -2 
L(W,, ++, Was d= Esywh т ^(5 51 wP~" — 9). 

Найдем необходимые условия экстремума: 

OL _ _ . 
aw, =ф- Грир ? — v5? (p — 2)w?P 3=0, t=1,...,",° 

откуда 

_-2 
и; = P $1^. 

р-1 

Значение Х найдем из условия 252 w? —2 =o: 

1 1 

р-1 р. р-2 р—2 
А= Zs . pa | i) $ 

Подставляя полученные значения в [Ё, получаем необходимое неравенство (при 

р>2)'): , 
p-1 

—2, p-—2 )Р 

  

_1\АР-" (С5?2и 
Бир > pol г (1.22) 

i p-2 

(zsP)P —2 

Для того чтобы убедиться, что найденные значения дают минимум, достаточно найти 
вторые частные производные и проверить их положительность: 

2 
ov L —3 -4 ow? > —1)@ - 2)s;w? —A(@ - 2) — 3)s} wP >0 

1 

при найденных значениях "’;, ^; р > 2. 
Применяя неравенство (1.22) для оценки (1.21) снизу, получим 

  

2p-1 pat 1 T, (a) > (2) ох 
0 (a) |р-11 \рР- 2 1 

(Z x?P)P~? 
Pp 

х (5 (1+ахр2Ф-2))РФ-2) 
Функция от а, стоящая справа в этом неравенстве, является возрастающей по « > 0, 
поэтому ее минимум достигается при < = 0. Итак, окончательно имеем оценку снизу 
для (1.21): 

р 
Ip-1 /p-1 р-1 п2Ф-?) 

Т, РТ — я Ti). (1.23) 

(Bx/P)P-? 
2.1 < р<2. В этом случае Т. (©) является возрастающей функцией, поскольку 

числитель (1.21) — возрастающая, а знаменатель — убывающая функция а. Отсюда 

  

1) Это неравенство можно вывести из неравенства Гёльдера. Преимущество опти- 
мизационного метода в том, что он сразу приводит к решению. 
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следует, что для значений 1 <р<2 

  

  

  

  

  

2p-1 =x} (2) 
min T, = . =Т.”. 1.24 а o (a) ip-11 (Ext)! * ( ) 

3. 1/2 <P < 1. Положим в seus (1.22) м; = (1 + ax;)7?. Torna 
i-p 

T, > 2 —[—_х 
© -11 se р) ОЕ 

(Ex? Р)2-Р 
p 

|: 1 2(2-р) 

Хх — 
8: (1+ах/)2 (2-Р) 

Слева стоит возрастающая функция а, поэтому 

- 2(2—p) 2р-1 (И1-р\-Р п 
min T, > 7°) = < ( ) —, 1.25 и о (и) > Г. ip-11 \2-p (1.25) 

1 

2 —_ 

(x; Р)2-Р 

4. 0 < р< 11/2. В этом случае Ту (м) < 0 из-за того, что 2р- 1 < 0. К сожале. 
нию, в этом случае 1пЁ Т. (=) = — ®. 

Перейдем к исследованию вектора вторых производных f («). Для исследуемой 
регрессии он равен 

Тед =рф- По +ах,)Р-2, ха (1+ ах, )Р2,...,х2 +ах)Р 1), 
Как и прежде, рассмотрим те же случаи. 

1. р> 2. Тогда Я (a) > 0, поэтому f (a) € В+ (положительный ортант п-мерного 

евклидова пространства). Конусом, отрицательно сопряженным к АП +» является от- 

рицательный ортант В”. Поэтому областью выпуклости Ус суммы квадратов рег- 
рессии (1.18) является многогранный конус 

Ус={уЕК": у <ТО), i=1,...,n}, 

скругленный в А! сферой {уе В”: Ну! = T)} (см. рис. 18,4); значение ти) 
задается формулой (1.23). Как было уже ранее обнаружено, для исследуемой рег- 

рессии областью существования Ур. является полупространство (1.20). Пересечение 

множеств Уси Ур даст нам область УсЕ. Заметим, что эта область может быть пустым 
множеством (разумеется, для предлагаемых способов нахождения областей Ур и 

Yc). Для того чтобы ТсЕ + $, необходимо и достаточно показать, что та) > 

> 1хИ/ С, 1). Область УсЕ похожа на многомерный сегмент. 

2. 1 < р < 2. Ситуация здесь повторяет предыдущую, за исключением того, что 

т (2) рассчитывается по формуле (1.24). 
3. 1/2 <р< 1. Этот случай наиболее благоприятный. Областью выпуклости будет 

прямоугольный конус 

Yo={y ER": y,>-T®), i=1,...,n}, 

скругленный сферой {уе К": lly ll = т} ‚ где т) задается формулой (1.25) 

(см. рис. 18, 6). Теперь область выпуклости содержит полностью положительный 

ортант В. Областью Усе будет усеченный многогранный конус.”Благоприятность” 
этого случая заключается в том, что область Ус почти полностью совпадает с об: 
ластью существования. 

4. 0 < р< 12. Этот случай самый неблагоприятный, поскольку Т. = - <», а зна: 
чит, Ус = ф. Нетрудно показать, что при 0 <р< 1/2 УС = $, те. для любого уе В" 
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© 1 АЗ 5) <р<! 
оО 2 

ООО ООС ККС 
  

РР 
YH 

Uj 

  

7, 

  

  

  

  

    ААА 
0 =e SOs,   

Рис. 18. Области выпуклости и существования для регрессии (1 + ax,)?P »p>0,n=2 

существует такое ®, > 0, что 4?О0 (а, )/4“? < 0. Это следует непосредственно из вы- 
ражения для второй производной исследуемой функции: 

а*0 

da? 

Поскольку р - 2 < 2р- 2 прир > 0, то для любого у е В" при а -» > начиная с не- 
которого «, вторая производная О (=) будет отрицательной. 

Как выйти из этого положения? Естественно ограничить априорное множество 
параметров Л сверху, т.е. рассмотреть Л = (0,2). Найдем 

p@in, To()= Ts. (1.26) 

= 2p{(1 — p) E(1 + ax)? x;y; — (1 — 2p) E (1+ ax;) 2P-? x? J,   

Заметим теперь, что — < < Т, < 0. Как было показано в начале этого параграфа, 
областью выпуклости в этом случае будет прямоугольный конус 

Yo={yeER": 9, >-T,, 1=1,...,п} 

(см. рис. 18, в). Ниже этот случай будет исследован более детально. 

Практически пользоваться построенными областями выпуклости можно следую- 
щим образом. Пусть у° Е В" — фактический набор наблюдений. Тогда если у’е Ус, 
To O(a) с функцией (1.18) является выпуклой для «м > 0. Если к тому жеу° Е Усп 

П УЕ, то минимум О (“) достигается. 

В данном примере мы воспользовались элементарным (знаковым) све- 
дением относительно вектора вторых производных функции-регрессии, 

а именно его положительностью (1(&) Е Е? при р > 1) или отрицатель- 

ностью (Г(“) Е К" при О<р< 1). Можно было учесть другие, менее три- 
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виальные свойства этого вектора, которые существенно расширяют область 

выпуклости, типа возрастания (убывания), выпуклости (вогнутости) 
вектора /(“). Таким способом в $ 4, гл. 3 мы строили суженное априор- 
ное множество (см. определение монотонности первого и второго по- 
рядка). 

Например, предположим, что вектор второй производной возрастает 
по $ равномерно по & Е Л (монотонность первого порядка). В дополнение 
к этому допустим, что координаты этого вектора положительны. Послед- 
нее может быть записано как 

о<А(а<Ё@а<...<Ё@), аЕЛ, (1.27) 

или системой неравенств 

(r;,f(a))>0, i=1,...,n, (1.28) 

roe 

1 = (1,0,...,0), г =(—-1,1,0,...,0),...,т = (0,...,0,-—1, 1). 

Системе неравенств (1.28) соответствует заостренный многогранный конус 

К ={иЕЁК": (и,г;) >0,1=1,...,п}. (1.29) 

Этот конус лежит в К, и намного ”’уже” конуса К, (который соответст- 

вует условию положительности координат /; (&)). Отрицательно сопряжен- 
нымк (1.29) будет конус 

п 

K-={yER": Ху <0, 1] =1,2,...,п}. (1.30) 
- i=j 

n 

Этот конус будет намного ’шире” конуса К _, поэтому область выпукло- 
сти, построенная с использованием условия возрастания (1.27), будет шире 
области выпуклости, построенной на основе одного условия положитель- 

Hoctm f;(@), i =1,..,7. 
Проиллюстрируем это предложение на регрессии (1.18). Перенумеруем наблюде- 

ния в порядке возрастания х;. Итак, будем считать 0 <х, <... < хп; рассмотрим 
для простоты только случай р > 2. Введем функцию 

W(x) = х(1+ ах)Р-1, a > 0, р > 2. 

Элементарно проверяется, что эта функция является возрастающей по‘х > 0. Посколь- 

ку х1+1 >х]р и /1(а) ЕРУ(Хр, То можно считать, что для (1.18) условие возрастания 

(1.27) выполнено. Как следует из (1.15), решением системы неравенств (1.9) будет 

множество 

и 

К” + T*, 
iv il 

  

reve В" такой, что (ь, и) > 0 для любого ие К. Последнее условие для многогран- 

ного конуса (1.29) эквивалентно тому, чтобы (,, гу) > 0, i = 1, ..., m2. Выбор и мо 

жет быть осуществлен многими способами, при этом будут получаться разные 
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ответы. Для исследуемой.регрессии имеет смысл положить ь =Х = (х,,.... хп) Е ВП. 

В силу принятого соглашения х;+1 >х;} > 0, поэтому условие (ь, 7;) > 0 для этого 

вектора выполнено. Окончательно областью выпуклости О(а) для регрессии 
с функцией (1.18) прир > 2 будет сдвинутый конус 

х 
К’+ Т*—- 

Их | 

— множество тех наблюдений у,, ..., Уп» для которых имеют место следующие нера- 
венства: 

п T* 

х (» — =) < 0, 1 = 1,2, ..., М. 
i=j x Il " 

Перейдем теперь к многомерному случаю; для простоты будем считать, 

что априорное множество параметров Л совпадает с К”. Воспользуемся 
старым приемом сведения многомерных задач регрессии к одномерной. 

А именно, рассмотрим в пространстве параметров А” всевозможные 
прямые и соответствующие ей одномерные регрессии. Покажем, что пере- 
сечение максимальных областей выпуклости одномерных нелинейных 
регрессий по всем прямым совпадает с максимальным множеством 

  

выпуклости исходной многомерной регрессии Ус. 

Итак, выберем ао Е К” и |и|| =1 и рассмотрим соответствующую 
прямую [ = 1 (Л) = 0% + Хр, —© < А < ©. Соответствующую одномер- 
ную нелинейную регрессию записываем в виде ф(^) = Y(A; A, v) = 
= Г(а+Лр) Е В". Выберем некоторую точку пЕ К", тогда максималь- 
ным множеством выпуклости для полученной одномерной регрессии 

Ф(^) будет 

Yo(ao, ») = ‹ п {УЕЁ": (у-т, $0) < 

< Из + (+0) - т, $(0))}. 

Теперь найдем пересечение всех этих ”оДномерных” множеств выпуклости; 
нетрудно показать, что 

Yo= N= Y¥e(a, v). (1.31) 
a, ER” 

yp Ee Rm 

fvirt 

Этот факт позволяет в принципе рассматривать области выпуклости только 
одномерных регрессий, однако не всегда такое сведение упрощает задачу. 

Простейшую область выпуклости в виде шара можно построить, опи- 
раясь на неравенство Коши — Буняковского, как и в случае одномерной 
регрессии, поскольку 

$ (и - пет Нр < ($ (у: - п) 2 (Ни). 
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Отсюда следует, что областью выпуклости будет открытый шар 

Yo ={yER": lly — al] < T*}, (1.32) 

где 
T* = inf T,(a, v), (1.33) 

а, и 

  

РФР + $ (Л@) — п) Но 
Та (<, р 

[2 (v"H; (av)? 

Как и в одномерном случае, можно показать, что необходимым условием 
непустоты области выпуклости является условие Т’* 57 — со. 

Более широкие области выпуклости для многомерных регрессий можно 
построить, привлекая знание о матрицах вторых производных Ну; (“). 
Рассмотрим систему векторов п Х 1 

P(a,v) =(v"H, (a) v, v™H2(a)», ..., v"H,(a)v), (1.34) 

ае К”, fv =1. 

Допустим теперь, что вместо условия принадлежности (1.8) в случае одно- 

мерной регрессии известно, что для многомерной регрессии для любых 

&.Е В", || р || =1 имеет место 

Р(а, р) Е К, (1.35) 

причем К — заостренный конус. Тогда, как и в случае одномерной регрес- 
сии, область выпуклости 0(&) имеет вид конусоподобного множества. 

Как и в одномерном случае, можно выбрать вектор пЕ А”, служащий 
центром” области выпуклости. Аналогично можно строить вместо шара 
(1.32) эллипсоиды, задаваясь положительно определенной матрицей. 

Пользуясь матричным. аналогом неравенства Коши — Буняковского 

(2.29) из гл. 3, можно предложить оценку снизу для Ти(а, р), сняв один, 

1пЕ по р в формуле (1.33). Нетрудно показать, что имеет место следующая 
оценка снизу: 

=
 

Ш Лшш (В (а) (Х Н!(а)) 2) < (Т*), (1.36) 

где 

К (а) =Е"(а)Е(а) —.> (1(а) —п)Н;(а). 

В: качестве примера рассмотрим класс квазилинейных регрессий 
(см. $ 3, гл. 1). В этом случае 

f(a) = g(a*x;), i=1,...,n. 

PaHT CHCTeMbI BeEKTOPOB Xj, .... X, Е А” считаем, как и прежде, рав- 
ным т, & — строго возрастающая дважды непрерывно дифференцируемая 
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функция действительного переменного. Для этого класса регрессии 

Of, . 92}. 
— = х:8 (их), - 
да 

  = НКа) = жж (аж). 
да? 

Вектор Р(&, р) в этом случае равен 

P(a, v)=((v, x1)? £(a7x,), (Y, хз РЕ (ах), .. 

wey (Y, хп (гхи). 

Допустим, uro g > 0. Последнее приводит к И линейным (относительно 

Р(а,р)) неравенствам 

(e;, P(a, v)) 2 0, t= 1,..,n УарЕ В", (1.37) 

где е; — единичный орт (вектор, у которого на 7-м месте стоит 1, осталь- 
ные компоненты равны нулю). Система неравенств (1.37) эквивалентна 
принадлежности Р(а,р) заостренному конусу — положительному ор- 

танту К”. 
Предположим далее, что & ограничена снизу числом в. В этом случае 

в качестве п целесообразно взять &.1 (это будет видно из дальнейшего). 

Тогда для квазилинейной регрессии 

x (v, x;)” [g7(a*x;) + (g(a"x;) —)E(a"x;)] 

[3 (р, х;)* Е? (атх;:)] 1"? 
  Г (<, „) = 

(1.38) 

T° = inf T(a,v) > 0. 
a,v 

Конусом, отрицательно сопряженным к положительному ортанту, будет 
отрицательный ортант, т.е. конус, порожденный отрицательными ортвекто- 
рами (-е!, -е2, ..., —е„). На основании этого можно утверждать, что 

областью выпуклости такой квазили- 
нейной регрессии будет множество Ал Y, 

{УЕ А": у; <&+Т’, #= 1,...,п}, YI 
  

скругленное сферой у: Пу-в 11 = 
= Т* (рис. 19). 7 

Как следует из $ 3, гл. 1, НИЖ- 
няя грань суммы квадратов для 
квазилинейной регрессии с нижней 
асимптотой & достижима.еслиу! >8. 

  _
 

  
  

Рис. 19. Области выпуклости и существо- 

вания для квазилинейной регрессии (п= 2) „     
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Область существования решения, таким образом, есть 

Ye ={y ER": y, > g, i= 1,...,n}, 

а пересечением области выпуклости и области существования в этом случае 
будет сектор шара 

Yor ={y ER": y,>8, i= 1,..,n} 

A{y ER": L(y - sf <(T’Y} 

(см. рис. 19) Разумеется, в конкретном случае, используя другие спе- 
цифические особенности функции #, можно построить более широкие 
области выпуклости. 

Второй пример многомерной регрессии посвящен связным регрессиям 

(см. $ 3, гл.3). Рассмотрим наиболее простой случай (т, т + 1)-связной 
регрессии, ее функция имеет вид 

Л(а) = (а,х;) + 8(а) и, 2 = 1,..,0, 

а = К", g(a) — дважды непрерывно дифференцируемая функция, 
ж ЕК", 4 Е В!, 2= (21,...,2п) 30. В этом случае 

2 

  

За?" ` 
P(a, v) = v* 

Будем считать 8(а&) выпуклоопределенной, допустим, выпуклой, т.е. 

922(®)[ да? > 0, поэтому конусом принадлежности для Р(а, /) будет 

полупроетранство {уЕЁ": (у, 2) >0}, соответственно открытым отрица- 
тельно сопряженным конусом будет полупространство {уЕК”": (у2)<0}. 

Для определения области выпуклости осталось найти значение (1.33). 
Для (т, т + 1)-связной регрессии имеем (п =0) 

иТ(Х +27" (&))(Х +27" (а) р 
  

  

T(a,v)= Izlv?h(a)p + V(a), 

где 

ray= 2%, ада, 
да да? 

V(a) = $ Zz;(a, x;) + Ilz |] e(a@). 
ral 

Предположим, что существует минимум Г (аи), «Е К”; точка миниму- 
ма находится из решения системы уравнений 

Я 2х] 

Iz I? 
  r(a) = 

202



Если это решение обозначить a@,, TO min V(a) = V(a,). Takum o6pa3o0m, 
можно считать 

] — ve CXtzr "(a)" (X+zr"(a))v 
т" => V(a a,)+ —— min . 

И2И » v*h(a)v 

  

Минимизация подобной функции уже встречалась ранее в $3, гл.3. 
Аналитическое нахождение минимума этой функции опирается на знание 

о матрице й(&). Так, допустим, что h(a) < hk — положительно определен- 
ная матрица. Таким образом, можно считать 

Оз ий (а)и < Й,, lv |] = 1. (1.39) 

Найдем оценку снизу выражения 

v™(X +zr"(a))"(X+zr"(a))v = | Хр+2(7(а), р) |2, Iv =1. 

Очевидно, 

| Хи+2(7(%),7)|? > ма |Хр +021? = 
ЕД! 

22" 
= их"(!- ;) х», 

| 21 

поэтому в условиях (1.39) окончательно можно считать 

  

. 1 
Т > И(а.) + Ta pay hmin (X22) = Т’, (1.40) 

2 s 

1 
= ( — 221) Х. 

Iz It 

Окончательно областью выпуклости для (т, т + 1)-связной регрессии бу- 
дет полупространство 

Yo ={y ER": (y,2z) < T'}, 

где 

  

где Т’ задается выражением (1.40). 

$ 2. Критерий одностационарности. Метод конусов 

В предыдущем параграфе этой главы искалось множество таких наблюде- 

ний УЕК”, для каждого из которых функция O(a) становилась выпуклой 
на всем априорном множестве параметров Л. При этом ответом являлась 

область выпуклости. Можно пойти обратным путем: исходя из свойств 
функций регрессии, построить так называемую естественную область на- 
блюдений — такое множество наблюдений, которое имеет ”те же свойства”, 
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что и система функций { f;(a), i = 1, ..., a}. Для него затем необходимо 

доказать выпуклость или одностационарность О(&), «Е Л. Другими слова- 
ми, если ранее благоприятные” области наблюдений находились из накла- 

дываемых условий на функцию О(а) типа ”выпуклость”, то теперь эти 
области в некотором роде угадываются. В этом параграфе будет показано, 
как можно осуществить этот подход для построения областей одностацио- 

нарности О(“). 
Сначала допустим, что функции-регрессии положительны: 

f(a) >0, 1=1,.п, аЕЛ. (2.1) 

Для положительных функций-регрессий ”естественными (адекватными) 

наблюдениями следует считать наблюдения у; >0, 1 =1, ..., п. Вопрос ста- 

вится следующим образом: для данной регрессии найти условия, при кото- 

рых О(&) будет одностационарной для всех у; > 0 при условии (2.1). 
Говорим, что О (&), «Е Л, не является одностационарной на множестве 

у, >0,..., ул > 0, если существуют такие @! ‚ и. Е Л, у, >0,...,у„>0, 
что 

д д a (a) =0, 28 (an)=0, 0% Hay. (2.2) 
a да 

Введем следующие составные векторы из 2”: 

d} ; 
d; = d; (a ’ a2 ) = (“) , a‘ = dj (к) = i 

a 

  

C ‘), me 

b = b(a,, a2) = by, = b(a,)= UFj(a,) —— , k=1,2. 

Система (2.2) тогда перепишется как 

Хуа; =Ь. (2.3) 

Пусть К = К(а,, ®›) — конус в пространстве К2?7, натянутый на п векто- 
ров а!,а2, eee ‚ап, т.е. 

K(a,,0,)={sEGR?™": s=Lv.d;, v;20}. 

На геометрическом языке одностационарность О (&) на множестве положи- 
тельных наблюдений, как следует из (2.3), равносильна следующему ус- 
ловию непринадлежности: 

b(a,,0.)€K(a,,0,), a, а. ЕЛ. (2.4) 

Метод построения области одностационарности, основанный на усло- 
вии непринадлежности (2.4), в дальнейшем будем называть методом 
конусов. Первый результат, связанный с этим методом, состоит в том, 
что для того чтобы сумма квадратов отклонений была одностационар- 
ной, необходимо, чтобы векторы 41,..., 4, были однонаправлены при 
всех а, а› Е Л. В противном случае К совпадает со всем пространством 
и (2.4) не имеет места для любого Р(а,, “.). Докажем более сильный 
результат. 
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Теорема 2.1. Если-существует такая пара векторов и, a, & A, YTO BeK- 
торы а1,..., аи разнонаправлены, то для любых положительных иут,.. : Un 
(W1,..., Wy) Найдется набор наблюдений у!,..., Уп такой, что у; > Vj 
(О <у; <и/;) и сумма квадратов отклонений имеет две стационарные точ- 
ки м: и а>. 

Доказательство. Достаточно показать, что в условиях теоре- 

мы система линейных уравнений (2.3) относительно у;, У2,... , Уп совме- 
стна при у; 2 и; > 0,7 =1,..., п. Обозначим через Р матрицу `2т Х п, 
вектор-столбцы которой суть векторы 41,..., ап. Тогда (2.3) перепи- 
сывается как 

Dy=b unn D(y—v)=b—-Du. 

Ha reOMeTpH¥eCKOM A3bIKe COBMECTHOCTb 3TOH CHCTeMbI pw y — v > 0 03- 
начает, что Б — риЕ К. Но в силу разнонаправленности 41,..., аи К = 
= В2тТ, поэтому условие принадлежности выполнено, дО(а,) [да 

=90 (а) |9 а=0. 
В случае 0 < у; <и; систему (2.3) перепишем как D(w — y) = Dw =b. 

Опять же Dw —bE K = у: т. Доказательство теоремы закончено. 

Нетрудно показать, что если составляющие векторов {4;}, т.е. {4!} и 
{d?}, однонаправлены, то такой, является и система {4;}. Действитель- 
но, пусть 4!,..., айи @1,..., а? однонаправлены в К”. Тогда существу- 
ет такая пара векторов у1 и 92, что (у,,4!) >Ои (92, 4?) > 0. Положим 

7 = (91, 72) Е Е?”. Тогда (9, di) = (11, d}) + (72, d?) >0,те.а1,..., Аи 
однонаправлены. Обратное, вообще говоря, неверно: разнонаправленность 

составляющих {а; },&=1,2 не означает разнонаправленности {4;}. 
Перейдем к примерам. Особенно просто метод конусов применяется в 

случае одного оцениваемого параметра, т.е. в случае т = 1. Общий путь 
построения критериев одностационарности тогда заключается в следую- 
щем. Сначала для данных @,, &› находим ребра конуса К в Е?. Этим реб- 
рам ‘отвечают граничные значения тангенса угла наклона векторов 4. 
Затем сравнением тангенса угла наклона вектора 6 с граничными устанав- 
ливается условие непринадлежности вектора Б конусу К. 

Начнем с ранее исследовавшейся функции (см. $ 1) 

(а) = (1 t+ax;)?, а>0, х;>0, i=1,...,n, (2.5) 

р — фиксировано, у; > 0. Напомним, что оценка МНК соответствующей 
регрессии сушествует, если Ху;х; > Хх;, в частности, если у, > 1. Kak 
и ранее, исследование (2.5) разбивается на несколько случаев в зависи- 

мости от значения р. Мы не будем проводить полное исследование, огра- 
ничимся лишь некоторыми случаями. 

1. р> 1. Легко проверить, что для функции регрессии (2.5) 
—1 2р-1 (1 +0, х;)Р **) ь -»( ZX(1 + ayx;)°? *) 
-1 ~ 2p—1 (1 +a2x;)?~ *x; 2(1 + a2x;)°?~ *x; 

В силу положительности х; векторы 41, 4.,..., 4, лежат в первом квад- 
ранте. Поэтому конус К, натянутый на эти векторы, является остроуголь- 
ным. Найдем его ребра. Для определенности будем считать 0 < а, < ао. 
Ранжируем наблюдения в порядке возрастания х,, таким образом, счи- 
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таем х! <х. <... < хи. Тогда максимальный тангенс.угла наклона 4; со- 
ответствует х„, а минимальный х!. Итак, 

б р-1 
min tg(d;)=tg(di) = , 1+ = ‚ 

i 

Хх! 

б р-1 
тах {8 (4;) = te(d,)= {1+ TO , 

— +а! 

Xn 

где § =a, —a, >0, tg(d;) — taHrenc yrna Haknona BexTopad; © R* k ocn 
абсцисс. Таким образом, ребра конуса К — векторы 4; и а. Поэтому 
Ь Е К, если выполнено одно из двух условий: 12 (5) > 15(а,), либо 
+2 (5) < (а, ), где 

(1 +а2х;)2Р- 1х, 

D(1 + @4x;)??~ "x; 
Оценим сначала сверху и снизу значение {2(5). Имеем 

‚ +азх;)?Р-1х; = [1 +91х;) +5х ] *Р-1х; = 

2p-1 bx, \2P" = х;(1 +а:х;) 1+ “1 +ах. . 

1”; 

  

tg(b) = 

Поэтому при условии, что р>1, 
5 2p-1 5 2р-—1 

1+ о. < &2(5) < [1+ 

— + (1 — + (1 

Х! Xn 

Как уже отмечалось, р Е К может произойти в двух случаях: 
5 2р-—1 5 р-1 

а) [1+ ———— < [1+ ——— , 
1 1 
— та: — ча! 
Xn x1 

5 2р-—1 5 р-1 

6) [1+ ——— 2 {l+ — 

— + (1 — + Qi 

x1 Xn 

Нетрудно показать, что случай а) не может иметь места. Неравенство 6) 
определяет условие одностационарности суммы квадратов. Очевидно, 
О (<) не является для исследуемой функции регрессии одностационарной 
на А! при у, >0,...,У„>0; х,,..., хи >> 0. На основе б) найдем про- 
стые достаточные условия одностационарности. Возведем обе части послед- 
него неравенства в степень 1/(р - 1) ик левой части применим неравен- 

ство (1+х)9 > 1+0х, где х, 0 > 0. Проделав эти преобразования, найдем, 
что неравенство 6) является следствием более сильного неравенства ра! > 
> (р- | /х, — Ор: — 1 Хи. Последнее неравенство определяет то мно- 
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жество значений параметра, на котором сумма квадратов отклонений одно- 
стационарна при любых положительных наблюдениях. Учитывая, что @; > 0, 
это неравенство будет иметь место, если 

(p —1)x1 < (2р — Пхи, (2.6) 
что является следствием другогс неравенства, не содержашего р: хи < 2х1. 

2.1/2 < р< 1. В этом случае 
, 5 р-1 

max tg(d;) = {1 + 7. , 
i . 

x1 

б р-1 
mintg(d;) = [1+ 

i 
— +a, 

Xn 

Условие непринадлежности (2.4) выполнено тогда и только тогда, когда 

имеет место одно из двух неравенств: 
. 2р-—1 5 р-1 

a) {1+ ——— < (1+ ——— ; 
1 1 
— +a, — +a, 

` Хп Xn 
5 2р-—1 5 р-—1 

6) 1+ ——— > и 

— + ay — + a, 

xy x} 

Поскольку р — 1 < 0, но 2р — 1 > 0, первое неравенство не может иметь 
места. Наоборот, второе неравенство всегда верно. 

3. 0 < р< 1/2. Аналогично предыдущим случаям можно показать, что 
Условие (2.4) выполнено, если имеет место хотя бы одно из двух нера- 
венств: 

5 2p—1 5 р-1 

а) [1+ ———— < [1+ ——— > 
1 . 1 

Х1 Хп 
5 2p-1 5 р-—1 

6) [1+ — > (1+ ————_ 
1 1 

— +а! — + а: 

Xn x} 

Первое неравенство опять неверно. Второе задает условие одностационар- 
ности О (). На основе его, применяя тост же метод, что и в случае 1, можно 
получить более грубое неравенство: ра, > (1—2р)/х! — (1 —Р) [хи. Ясно, 
что если 

(1 —2р)х, < (1-р)хи, (2.7) 

To Q(a) будет одностационарной при 0 < р < 1/2 для всех у; > 0 на 
множестве a@ > 0. Очевидно, (2.7) является следствием неравенства 
Хп < 2х! . 
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Итак, нами установлено, что О(&) для функции-регрессии (2.5) одно- 
стационарна для любых положительных наблюдений у!,..., Уп на мно- 
жестве & > 0, если имеет место неравенство (2.6) при р > 1, неравенство 
(2.7) — при 0 < р< 1/2; при 1/2 <р< 1 функция О (&) одностационарна 
при любых У1,..., Ум, Ха»... , Хи >> 0. Напомним, что (2.6) и (2.7) име- 
ют место, если выполнено условие (компактности) 

тахх; < 2шшх;. (2.8) 
i i 

Следующий пример представляет собой простейший случай логлинейной 

модели (регрессия линейная в логарифмах). В экономических приложени- 
ях к регрессии с такой функцией приводит задача оценивания производст- 
венных функций Кобба-Дугласа (см. (5.1), гл. 1) с известным коэффи- 
циентом масштаба А > 0. Например, если ряды выпуска, основных фондов 
и затрат труда перевести в индексную форму, то этот коэффициент можно 
положить равным единице. Итак, пусть 

Л(а) = ехрах;), —®<а< >, (2.9) 

где не теряя общности можно считать х; <х. <... < хи. Как показано 
в первой главе, уравнение 4О/А< = 0 для этой функции имеет хотя бы од- 

но решение для любых положительных наблюдений у!1,... ‚ Уи. Исследуем 

единственность этого решения методом конусов. Естественной областью 

наблюдений, как и ранее, является множество положительных наблюде- 

ний. Прежде всего заметим, что можно считать х; = 0, так как в противном 
случае квадрат отклонения с соответствуюшим индексом равен (у; — 1)?, 
не зависит от параметра и меняет значение О (и) лишь на постоянную вели- 
чину. Для модели (2.9) имеем 

4. = (* exp(a1x;) ) 

'  \xpexp(@ix;)exp(6x;)/’ 

» = (srr eo ) 

LD x;exp(2a,x,)exp(26x;) /” 

rye He TepAA OOWIHOCTH MO%KHO CUMTATb @y < a2 H dy = a2 —a, > 0. Opnocta- 
UHOHapHOcTh Q(a) в решающей степени зависит OT однонаправленности 
(знака) последовательности х:,..., Хи. В соответствии с этим рассмотрим 

три возможности. 
1.х; > 0 для всех { =1,...,м (последовательность { х, } однонаправле- 

на). Конус К в Е? тогда является заостренным, причем 

max tg(d;) = exp(6x,), mintg(d;) = exp(5x;). 
i . i 

Как и ранее, будем считать наблюдения ранжированными по х;. Условие 
(2.4) выполнено тогда и только тогда, когда имеет место хотя бы одно 
из двух неравенств: 

а) 2Yx,;exp(2a;x,)exp(25x;)/2x;exp(2a,x;) < exp(5x;), 

6) Lx exp(2a,x;)exp(25x;)/2x;exp(2a,x;) = exp(5xX,). 
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Поскольку 

Dx ,;exp(2a,x;)exp(25x;) > exp(25x,) Xxj;exp(2a,x;), 

первое неравенство не имеет места. Рассмотрим неравенство б). Применяя 
к его левой части ту же оценку снизу, придем к более грубому: ехр(26х,)> 
> ехр(5х,). Поэтому, если х„ < 2х1, то нелинейное уравнение 4О/4“ = 0 
имеет единственное решение относительно х при любых положительных 
наблюдениях. Это утверждение обратимо: если X, > 2X1, то существуют 
такие у,,..., У, > Ои такие а; 7 а2, что 40 (а, ) [аа = 0, аО (м) [Ам = 0. 
Действительно, рассмотрим левую часть G) как функцию аи. При а: -> — ®° 
ее предел равен ехр(26х,). Поэтому, если х„ > 2х, , то сушествует такое 
и; < 0, что б) неверно. А это и означает многостационарность суммы квад- 
ратов для некоторого набора У1,... , Уп- 

2.х < 0, Г=1,..., п. Этот случай сводится к предыдушему репара- 

метризацией модели. Положим В = —м, 2; = —х;; как следует из предыду- 
wero, O(a) одностационарна для любых положительных наблюдений тогда 
и только тогда, когда х, > 2х„. 

3. Последовательность х:,..., Хх» содержит как положительные, так и 
отрицательные значения. Хотя набор чисел х.:,..., хи, рассматриваемый 
как последовательность векторов в А!, является разнонаправленным, 
векторы 41, 42,..., аи, будут однонаправлены в Е2, а конус К заострен- 
ным. Докажем это. Векторы { а; } лежат в первом и третьем квадранте К?. 
Максимальный  тангенс угла наклона для положительных х; равен 
ехр(5х,); максимальный тангенс угла наклона для отрицательных х; ра- 
вен ехр(бх„), минимальный — ехр(5х!), где хи = тах{х;, х; < 0}. По- 
скольку ехр(бх,) < ехр(бх») < ехр(6хи), конус К будет заостренным, 
а векторы 4; однонаправленными. Тем не менее, как сейчас будет установ- 
лено, в рассматриваемом случае для любой последовательности х;, хо, ... 
..., Хи существуют такие положительные наблюдения, что О(&) имеет 
несколько стационарных точек. Действительно, предел левой части нера- 
венства 6) при а: ->+°<° равен ехр(25х„) ‚а приа, ->—<° равен ехр(26х!). 
Поэтому выбором некоторого а; > 0 можно добиться того, чтобы БЕ К, 
что и приведет к многостационарности О (а). 

Суммируя вышеизложенное, приходим к следующему результату. 
В логлинейной модели с одним оцениваемым параметром (2.9) для одно- 
стационарности суммы квадратов с произвольными положительными 
наблюдениями необходимо и достаточно, чтобы, во-первых, последова- 
тельность х!1, х2,..., Хи была одного знака и, во-вторых, для нее было 
выполнено условие (компактности): тахх, < amin x; <> 0) и 

11 

2maxx;< minx; (x; < 0). 
i i 
В рассмотренных примерах условие одностационарности находилось в 

терминах последовательности х1, х2,..., хи. Сушествует другая возмож- 
ность — искать условия одностационарности суммы квадратов в терминах 
выбора подходяшего априорного множества параметров. Эта возмож- 
ность будет проиллюстрирована нами на частном случае модели (2.9), 
модели экспоненциального тренда 

fi@) =e" 1=1,2,...,п. (2.10) 
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Регрессия с такой функцией отклика встречается в экономических при- 
ложениях при выделении экспоненциальных трендов с известным коэффи- 
циентом пропорциональности. Как уже отмечалось, эту гипотезу можно 
принять, если ряд у; перевести в индексную форму. Модель экспоненты 
интересна тем, что для нее не выполнено условие (2.8) , поэтому О (а) не 
является одностационарной для всех у; >Ои — ® < а < <. Тем не менее 
можно найти такие интервалы изменения параметра а, в которых О (а) 
одностационарна, Легко видеть, что для (2.10) 

tg(b) = Liexp(2a,7) exp(25i)/Liexp(2a, i), 

max tg(d;) = exp(5n). 
i 

Поскольку tg(b) >ехр(26п) > ехр(6п) при а, - + °°, то при достаточно 
большом а! условие (2.4) будет выполнено, и О (а) является одностацио- 
нарной для всех у; > 0. Найдем это пороговое значение параметра. Таким 
образом, мы ишем такое м” = ая, что на интервале (ам, °°) при любых 
положительных у!,..., Уи сумма квадратов является одностационарной. 
Интервал (и„, °°) называем коротко интервалом одностационарности. 

Рассмотрим числитель разности {р (5) — ехр(бп) и определим, в каком 
случае он является положительным. Обозначим ехр(2а,`) =а>0, exp (5) = 
=С> 1. Тогда интересующая нас величина после сокращения на ас? будет 
равна 

Р = х jai 162 Ч-№) — сп-? Sia}, 
i=1 1=1 

Задача заключается в том, чтобы найти такое пороговое значение 4* = ал, 
что для всех а а* ис> 1 имеем Р > 0, Фиксируем а, тогда относительно с 
получим полином степени 2(п — 1), который обозначим Р.п_2 (с). Оче- 
видно, Рои_2 (0) =1>0, Р.и_2(1) = 0, т.е. с = 1 — корень полинома 
(п>2). 

Расположив коэффициенты полинома в порядке убывания степени с, 
можно заметить, что в этой последовательности имеется две перемены зна- 
ков, поэтому по теореме Декарта [17] полином Р›„_2 (с) на интервале 
с > 0 имеет два корня. Первый из найденных нами корней равен 1. Для 
установления факта одностационарности О (“) важно, чтобы не было кор- 
ней, больших единицы. А для этого, как легко догадаться, необходимо и 
достаточно, чтобы производная рассматриваемого полинома в точке с = | 
была иоотринательноя. Но 

Pon—2(1) = = G41) Qi+2- п)а! —(n—2) =P п- 1 (2). 

Исследуем теперь корни полинома Ри_ 1 (а). По теореме Декарта он имеет 
единственный положительный корень. Этот корень лежит на интервале 
(0,1), поскольку Ри_1 (0) = -"пП-— 2) < 0, Р„_, (1) > 0. Обозначим этот 
корень через аи. В силу проделанных рассуждений для всех а > ан ис>1 
имеем Р г 0. Таким образом, получен следуюший результат. Сумма квад- 
ратов отклонений модели (2.10) для любых положительных наблюдений 
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oOHOCTayuoHapHa Ha uHTepeane [an, ©), 20€ a, = exp(2a,) AeKReTCA KOPHEM 
полинома 

п-1 

  

                

P,-1(@) = Х @+1)(21+2-па-(п-2). (2.11) 
1 

Значения о„ для п=3,...,26 приведены ниже. 

п an n an n an 7 

3 —0,7130 11 —0,1342 19 —0,0745 
4 —0,4566 12 —0,1220 20 —0,0706 
5 —0,3385 13 —0,1118 21 —0,0671 
6 —0,2695 14 —0,1032 22 —0,0639 
7 —0,2241 15 —0,0958 . 23 0,0610 
8 —0,1919 16 —0,0894 24 —0,05 84 

9 —0,1678 17 —0,0839 25 —0,0559 
10 —0,1491 18 —0,0789 26 —0,0537 

Для п > 5 хорошее приближение полинома на интервале (0,1) получа- 

ется заменой сумм 31а! и У Йа! их предельными значениями при n > oo, 
Задача определения корня полинома приводит нас тогда к кубическому 

уравнению. На основе этого приближения можно показать, что ал -> 0 при 
п> >. 

Практически использовать найденный интервал одностационарности 

можно следующим образом. Пусть итеративный процесс минимизации 
Q(qa) или решения нелинейного уравнения 4О/4« = 0 для конкретного на- 
бора положительных наблюдений привел нас к стационарной точке а > ap. 
Torna, ecm y; 2 exp(a,i) (в частности, если у; > 1) для всех i =1,2,... 
..., М, ТО О (&) одностационарна и а — точка глобального минимума. До- 
казательство этого утверждения следует из того, что, если у; > ехр(ан{), 
то О(х) на интервале (- <, а») является строго убывающей функцией. 

Вернемся к логлинейной модели (2.9) и найдем для нее интервал одно- 

стационарности. Как следует из проведенного выше анализа, при условии 
(2.8) О(<) одностационарна для любых положительных наблюдений. 
Пусть теперь (2.8) неверно. Для простоты рассмотрим случай, когда 
х > 0, Г=Т,..., п. Как и в случае экспоненты при @: - <°, получаем 
tg(b) -— ехр(26х„) > ехр(бхи), т.е. в пределе условие непринадлежности 
выполнено, а О (<) одностационарна. В соответствии с этим замечанием 
ишем такое ап, что на интервале [им, <) уравнение 4О/4< = 0 имёло бы 
не более одного решения для любых у; > 0. Рассмотрим числитель раз- 
ности 12(Ь) — ехр(5х„). Разделим его на ехр(26х, + 2а;х,) и обозначим 

p(a,5) = 
_ У хе?“ #1) 25 (45-21) _ еб и т-х1) 5х е291 (хи —хр 

a i . 

1 1 
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Мы изучаем случай, когда условие компактности не выполнено, т.е. х„ > 
> 2х,. Фиксируем а; и рассмотрим р как функцию 6. Легко видеть, что 
Р(ы!, — <) =х, > 0, р(а,, °°) = °, р(а!, 0) = 0, т.е. 6 =0 — корень урав- 
нения р(а,, 6) = 0. Докажем, что уравнение имеет ровно два корня. Для 
этого нам потребуется одно обобщение теоремы Декарта. 

Обобщенная теорема Декарта. Пусть 

п ° 

P(8) = Dae tao, O< 2 <...< Zp 
1=1 

Тогда число корней трансцендентного уравнения Р(б) = 0 с учетом их крат- 
ностей равно числу перемен знаков в системе коэффициентов а1, аз,...,@п 
или меньше этого числа на четное число. 

Идея доказательства этого утверждения заключается в приближении 
функции Р(5б) полиномом высокого порядка. Если 2, — рациональные 
числа, их можно привести к общему знаменателю, и тогда 2, = m,/N. 
После обозначения х = ехр(5/М№) > 0 функция Р(5) превращается в поли- 
ном степени ти, к которому применяем теорему Декарта. Если среди 2; 
есть иррациональные числа, с любой степенью точности можно найти их 
рациональное приближение и приблизить Р(5) соответствующим поли- 
HOMOM. 

Применим эту теорему для выяснения числа корней уравнения р(а‚,65) = 
= 0. Расположим одночлены р в порядке возрастания показателей (в слу- 
чае равных показателей приведем подобные члены) . Если существует такое 
ig, WTO 2(x;, — х1) = хи — 2х! , то приводя подобные члены при этой степе- 
ни, получим отрицательный коэффиниент: 

же? -х) _ Ххе2 14, — #1) <0. 

1 

Если такой индекс отсутствует, то и подавно коэффициент при степени с 
показателем 2х„ — 2х, будет отрицательным. Таким образом, число пере- 
мен знака в функции р равно двум, чему и равно по обобщенной теореме 
Декарта число корней р(а,, 6) =0 (нуль является корнем р). Для того 
чтобы р(а., 5) > 0 для всех 65 = 0, необходимо и достаточно, чтобы 
др(“:, 5)/[96 > 0в точке 6 = 0. После несложных вычислений устанавлива- 
ем, что это имеет место для всех а > ап, где a, — корень уравнения 

п * = 

E x (2x, —x,) eri = 0, (2.12) 
1 

Уравнение (2.12) не всегда имеет отрицательное решение. Можно пока- 

зать, что аи < 0 тогда и только тогда, когда 2% х; > х„Хх:. Таким обра- 
зом, приходим к следующему результату. Для модели (2.9) при условии 
x; > 0, 2min х; < maxX; UHTepeanoM OOHKOCTaYyuoHapHoctu O(a) является 

[an, °), 20€ a, — Kopenb ypaenenun (2.12); a, < 0 ro2da u TOAbKO ToO2O0A<, 
когда 

п п 

(тахх,) Хх; < 22 x?. 
i 1 1 
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Метод конусов выше был реализован в предположении положительных 
наблюдений, те. в том случае, когда естественная область наблюдений 
представляла собой положительный ‘ортант А+. Этот подход, однако, 
нетрудно обобшить и на более сложные области, в частности, на области 

в виде многогранника в К”. 
Итак, допустим, на априорном множестве параметров имеют место не- 

которые линейные неравенства относительно функций отклика 

Mf(a)=Mf>r чаЕЛ, (2.13) 

где М — невырожденная матрица п Хи, г — вектор (знак неравенства меж- 
ду векторами понимается как неравенство между координатами векто- 
ров). Естественной областью наблюдений тогда является множество {уЕ 
ЕАК": Му>г} -— многогранник в К”. 

В матричном виде градиент суммы квадратов равен 

dQ 

да 

где Р =Р (а) — матрица производных пХ т, Ру, = д/;/да;. Систему 9О/да= 
= 0, очевидно, можно переписать следующим образом: 

0=Рт(у — Г) = Р"М`* (Му — МУ) = Е"М- (Му - ) - (МУ- 5], 
ИЛИ 

ЕТМ-\р = ЕТМ-1(МГ- р), 

где и=(и:,...,0и)’, р; >00. Окончательно 

F'M'y = F™(f—-M'n, v>O0O. (2.14) 

Тогда одностационарность О (©) на множестве Му > г равносильна условию 

непринадлежности (2.4), где теперь вектор dj равен {-му столбцу матрицы 

Fm = РТ (ак) М`", by =F" (ax) (f (ax) —M'r), к =1, 2. 

Рассмотрим некоторые частные случаи. Пусть функции отклика огра- 
ничены снизу: /; (&) > г;. Тогда М= Ги конус К остается без изменения, 
меняется лишь вектор Ь. Этот случай сводится к /;(и) > 0 простым преоб- 
разованием. Действительно, систему (2.3) можно переписать как 

(yi — 1) d= b - нь 
или 

Lv,d;=b — Lr,d;, и; > 0. 

Поэтому О (&) одностационарна для у; > г; тогда и только тогда, когда 

b-—2z rj; Е К, 

где К — конус, натянутый на векторы 41,..., Ам. 
Ограниченность сверху или снизу функций отклика может быть след- 

ствием ограниченности априорного множества параметров Л. Например, 
пусть «Е Е'!, причем известно, что /;(&) — возрастающие функции по 
& для любого 1=1,...,п. Допустим, что Л = (а, с), тогда 

Fila) < ла) < fic). 

= —2F"(y-f), 
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Естественной областью наблюдений тогда можно считать прямоугольник 
в К": 

fi@) < у: < Г(с), 1=1,...,п. 

Тогда О(&) будет одностационарной на (а, с) тогда и только тогда, ког- 
да b— Xfj(a)d; EK, nuGo Lf,(c)d; —b EK. 

Рассмотрим другой случай. Пусть априорное множество таково, что 
для всех аЕ Л имеем ],.,(“) > (м >И, 1=1,...,П-1. Очевидно, за 
естественную область наблюдений тогда разумно взять множество {уЕ 
ЕК": у: >у;>Й, 1=1,...,п-1}. Матрица М и обратная к ней, как 
легко проверить, равны 

      

T 1 0 " 

—] 1 0 1 1 

М = — ‘Mis 1 1 1 
0 Г, т, ? 1 ° ° 

| 1 ’1 a О СИ 

Заметим, что этот же результат можно получить простым преобразованием 
системы (2.3): 

> у;а! = (у, _й) а, +.. .+d,)+()2 —y;)(d, +.. .t+d,,)+ ... 

п 

.. .+ (Ул — Уп-1)4п а 

Таким образом, ”новыми” векторами, образующими конус К, являются 
п 

Di = 2 а; =1,..., п. Понятно, что конус, натянутый на векторы ру, . 
j= . 

..., Ри» будет подмножеством конуса, порожденного векторами 4:,..., в, 
поскольку первые являются положительными комбинациями последних. 

Наконец, разберем следующий интересный пример естественной области 
наблюдений. Условие монотонности наблюдений может явиться слишком 
обременительным. Говорим, что у!,..., у„ являются слабо монотонными 
в среднем, если сушествует такое | < kK <n, uto y, < y, i = 1,...,k, 

n 

Hoy, > y, (=k +1,..., , roe y = Ly,/n — cpenuee HaGsnogennit (cp. c 
1 

похожим определением из $ 5, гл. 1). Понятно, что если у; — монотонно 
возрастаюшие, то они слабо монотонны в среднем. Матрица М устроена 

следуюшим образом. До К-й строки диагональные элементы равны 1/п- 1, 
вне диагонали элементы матрицы равны 1, после К-й строки структура 

повторяется, но с обратным знаком. 
На языке линейных неравенств можно записать выпуклость (вогну- 

тость) последовательности наблюдений у|,..., Уи, а также другие харак- 
терные особенности наблюдений и функций откликов. Успех в нахождении 

критериев одноэкстремальности во многом зависит от удачного выбора 
естественной области наблюдений. С помошью ограничений типа линейных 
неравенств можно описывать области с достаточно сложной структурой. 

Теперь перейдем к многомерному случаю т > 1. Покажем, что этот 
случай в некотором смысле сводится к одномерному. Итак, пусть /,(“). 
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[=1,..., м, аЕ ЛС В”. Сделаем одно простое, но для нас важное заме- 

чание: 00/0 = 0 равносильно (90/да, v) = 0 для любого ре К". Система 
(2.2) записывается как 

  

ЭГ. 

эл (а, (2.15) 

2 a y¥; = b(@2), 
0a 

Of ;(a) 
где b(a) = Z 5 f(a). Ionyctum, kak u panee, f;(a) > 0. Bynem cun- 

a 
тать у; > 0. Поэтому система (2.15) не имеет решения для любых у; > 0 
тогда и только тогда, когда выполнено условие непринадлежности (2.4). 
Домножим теперь первое уравнение (2.15) скалярно нару, а второе на 
у. ЕВ". Тогда 

Of; 
и ’ ns) = (b(a,),1), 

да 

Of; (7 (12) ra) = (b(a),02). 
да 

Поэтому с учетом сделанного выше замечания можно утверждать, что 
О (<) одностационарна на Л при любых положительных наблюдениях, если 

Уа, + а ЕЛ Зы,р. ЕЕ”: Ь(а, ао; р, 2) ЕК(@: м; и, ,,2), (2.17) 

где b (ay, (2, Vi, V2) = ((6 (м), V1), (b(a2), V2)) Е R?, K (a, (> , 

1, и2) — конус в 2, натянутый на векторы 

(ew r) (2-5 „) 

за За °' 
уооФу 

(a8 ), . (me ) 
——_ р. 12 

0a да 

Таким образом, задача непринадлежности в А?” сведена к задаче о непри- 
надлежности (2.17) в Е?. 

(2.16)



ГЛАВА 6 

МИНИМИЗАЦИЯ СУММЫ КВАДРАТОВ, 
ОСНОВАННАЯ НА МЕТОДЕ НЬЮТОНА-ГАУССА 

Методы минимизации суммы квадратов отклонений — наиболее изученный 
и продвинутый круг проблем, связанных с оцениванием параметров в не- 
линейных регрессиях [6, 15, 37, 41, 67]. Разумеется, для решения этой за- 
дачи можно применять общие методы минимизации: градиентные, сопря- 
женных градиентов, ньютоновские, квазиньютоновские и т.п. [11, 24, 

34, 36, 41]. Однако для суммы квадратов существует более экономный 
и эффективный метод. Таким классическим методом является метод 
Ньютона—Гаусса ($ 1), его модификации рассматриваются в $ 2. Учет 
специфики конкретной модели регрессии позволяет, однако, строить 
еще более экономные, специальные методы. Эти методы рассматриваются 
в следуюшей главе. 

$ 1. Метод Ньютона—Гаусса 

Выпишем еше раз гауссиан суммы квадратов в матричной форме 

1 920 92 и ) 

а = 2) Р® - 20-1) — о, (1.1) 

roe Fj(a) = of;/da;, F(a) = ПХ; /да; | — матрица п Х т. Метод Ньютона 
приводит к итерациям вида 

2 

OKs на (ее oe) о) k=0,1,... (1.2) 

Допустим, что: а) начальное приближение 4 выбрано достаточно хоро- 
шо, те. О(4о) достаточно мало, что ведет к малости отклонений 
у; — ГИао); 6) д7?/,[9? не очень велики (регрессия ”не очень нелиней- 
на”). Тогда второй суммой в (1.1) можно пренебречь и считать 

920 

да? 

Учитывая, что 

9 
x = —2F"(a)(y—f(@)), 
да 
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итерации (1.2) переписываются как 

ак+1 ак + (РуЕР,) 'Рт(у- Г,), kK=0,1,..., (1.3) 

где F, = Of (a,)/da — matpuua n Xm, f, =f (a,) © R". B hopmyne (1.3) 
неявно предполагается, что 

rankF(a)=m, аЕВ”. (1.4) 

Это предположение будет на протяжении этого параграфа принято. 
Итерации (1.3), собственно, и являются основой метода Ньютона-Гаус- 

са. К этой же формуле можно прийти с других позиций. Линеаризуем рег- 
рессию в окрестности а =ах, тогда 

Га) = Лак) +ЕРк (а —ак). 

Найдем а4х.1 из условия 

Ну — Р(ак) (и ак) — Г(ак) 1? = пит, 
a 

откуда приходим к той же формуле (1.3). 
К сожалению, итерации (1.3) не всегда сходятся (особенно если матрицы 

92//9и? сильно отличаются от нулевой, а | у; — /,(®)| > 0). Это приводит 
к необходимости введения изменяюшейся длины шага, т.е.к итерациям вида 

ак+1 ак +Ак(РуЕ,) 'Ру(у-Л), (1.5) 
ИЛИ 

ак+1 =ах +Лкрк, k=0,1,..., 

где 

Py = (FF) FLY - i) 
— направление минимизации (оно такое же, как в методе Ньютона-—Гаусса), 
Лк > 0 определяет длину шага минимизации. Длину шага можно выбирать 
разными способами. Наиболее простой и надежный — метод редукции 
(о других методах выбора шага см., например, в [36]). Он заключается в 
следуюшем: выберем две константы (параметры метода редукции) 0 < 
< т< 1и0< к < 1. Далее: ‘ 

1) полагаем Х =1; 
2) проверяем неравенство 

О(@к+^рк) — О(ак) < —т^(аЕ, Рь), (1.6) 

где 4к =—9О(ак)/ да — антиградиент (4к = 0); 

3) если неравенство (1.6) для этого значения ХА выполнено, то полагаем 

Лк = Ли ак+1 = ак + Лкре. В противном случае уменыпаем длину шага 

вк раз, т.е. полагаем Л’ = КЛ и возвращаемся к 2), т.е. проверяем (1.6) 

mia X = A’. Подобные итерации производим до тех пор, пока неравенство 

(1.6) не будет выполнено. 

Покажем, что для любого 0 < т < 1 при условии, что 4х = 0, существует 

такое r, uTO WIA BceXO<A< X неравенство (1.6) имеет место. Для этого, 
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во-первых, покажем, что метод (1.5) является квазиградиентным, т.е. что 

(Px, ак) >0. Действительно, ак =2Ек (у- Лк), поэтому 

(Px, Ux) = 20 — fa) FF Fu) 'Ек © - Лк) > 0, (1.7) 
T - 

поскольку из условия (1.4) следует, что матрица (Е. Ё,)-!, К=0, 1, ..., 

положительно определена. Разлагая далее О(&) в окрестности точки & = ах 

в ряд Тейлора по лучу ах + Лрк до линейных членов, получим 

O(a, + APE) — О(ак) =—Х(рк, к) +0(^) <—т^(Рк, Mx), 

O<rA<A, O<7TK<1]1, 

что и приводит наск (1.6). 
Из (1.6) следует, в частности, что 

О(ак+1) < О(ак), 
(1.8 

dk # OQ. ) 

Такие процессы минимизации будем называть строго релаксационными. 
В теории оптимизации доказывается, что квазиградиентные процессы 

сходятся. Более точно соответствующее утверждение выглядит следующим 
образом. 

Теорема 1.1. Пусть Е (х) — непрерывно дифференцируемая, ограничен- 

ная снизу функция на К", а итеративный процесс минимизации имеет вид: 

Хк+1 Е Хк + Лкрь, гдеркЕ В" - направление минимизации, Лк > 0 опре- 
деляет длину шага и выбирается из условия 

Е к+1) -Е(к) < —Лкт(Фь, ак), О<тг< 1, 

причем 

соз (Рк,4к) > 5 > 0, 

дк = —ОР@ек)/Эх + 0. 
(1.9) 

Тогда, если начальное приближение хо выбрано так, что Е (хо) < ЕЕ, ЕЕ-— 

нижняя грань функции на бесконечности (см. $ 1, гл.1), тоа) | хк+1.— 

—хк!| -0, 6) 14%! ->0, & >°, в) если х. — предельная точка {хк}, то 

ЭР\х.)[дх =0, Е(х.) = сопЯ. 
Доказательство этого факта стандартно (см., например, [39], [15]). 

Заметим лишь следующее. Условие Р(хо) < Ее влечет компактность мно- 

жества уровня 5о ={хЕК”": Р(х) < Е(х) }, поэтому существует хотя бы 

одна предельная точка х. Е 5о последовательности { хк }. 

Для того чтобы воспользоваться теоремой 1.1 для доказательства сходи- 

мости метода Ньютона— Гаусса при минимизации суммы квадратов, 
необходимо доказать, что для него имеет место условие (1.9), более жест- 

кое, чем (1.7). В рамках принятого предположения (1.4) это доказатель- 
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ство тривиально: 

т т - 

. QF Fa) I 
60s (Px; qk) = > 

T т - 

Нах И (ак(Ек к) ax)” 

  

  

т 
Amin (Fn FR)! _ Amin(F Fi) Ms >0 

т > ’ 

(Amax (Fx Ех)?! Amax (Fr Fx) М 

где 

М, = Ш Amin(F'(a)F(a@)) > O, " 
ae S, 

М2 = sup Amax(F'"(a)F(a@)) < ©, 
ае 5, 

So = {a Е В": Q(a) < Q(ae)}. 

Теоремы ”о сходимости” методов минимизации наподобие теоремы 1.1 
в общем случае (например, без наложения ограничения типа выпуклости 
функции) несут на себе печать неудовлетворенности. В действительности 
сходимость итераций не доказывается, доказывается лишь, что предельные 
точки пПоследовательности, вырабатываемой рассматриваемым методом 
минимизации, являются стационарными. Ниже будет показано, что, за 
исключением патологических случаев, сходимость (в обычном смысле 
слова) все же имеет место! ). 

Лемма 1.1. Пусть дана последовательность х1, хо, ... Е ВТ, причем 
| хи+1 — Хр || >0 при п >. Известно, что эта последовательность имеет 
непустое конечное множество предельных точек. Тогда последовательность 
{х„} сходится (Т.е. число предельных точек этой последовательности 

равно 1). 
Доказательство. Допустим противное, т.е. что {хи } имеет более 

одной предельной точки; обозначим их через 21, ..., 2х, К > 2. Разобьем 
все члены последовательности {х„} на К непересекающихся бесконечных 

классов {Х», (п) }, 1</ <К, п=Ь2,..., где г; (п) для каждого ] есть 
К = 

возрастающая функция по п, прием Ч Ч \{7/(п)} — множество всех на- 
J=l1n=1 

туральных чисел и 

lim Хт; (п) = 2), ] =1,... , К. (1.10) 
n> oo 

Это можно сделать следующим образом. Представим Е” в виде объедине- 
ния К непересекающихся множеств, для каждого из которых 2х — внутрен- 

  

*) См. также Михалевич В.С., Гупал А.М., Норкин В.И. Методы невыпуклой опти- 
мизации. — М.: Наука, 1987. 
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няя точка этого множества. Члены последовательности, принадлежащие 
каждому такому множеству, и образуют свой класс. Докажем тогда, что 

существует такое 6 > 0, что для любого достаточно большого М найдется 

такое п > №, что || хи+1 — Хл || > 6. Положим 

§ = т |2; - 21|. (1.11) 
1 = 1 

w
|
—
 

Тогда из условия сходимости (1.10) начиная с № для всех п > М 

Их, (п) — 21 < 5, 1=1,..., К. 

Рассмотрим последовательность из первого класса { х‚, („)}. Поскольку 

г: (п) 0, TO найдется такое п, что [ =т, (п) >М, причем х1+1 не принад- 

лежит Первому классу, а принадлежит, например, второму. Но тогда 
| х;+1 —х; || > 6, так как в противном случае 

|2:.— 22| < 21 —- ЖИ + ха - ХИ + | 22 — м+1 | < 36, 

что противоречит (1.11). Лемма доказана. 

Как следствие получаем, что, если условие теоремы 1.1 выполнено, 

причем число стационарных точек О(&) на любом ограниченном множестве 
конечно, то последовательность 41, 4. ,..., вырабатываемая процессом (1.5), 

сходится (ср.с [36, с.457]). 

Можно показать, что множество предельных точек последовательности 

хк Е К", удовлетворяющей условию || Ххк+1 - хх || >0, замкнуто и связно 

[36, с.459]. Как показано в теореме 1.1, предельные точки а, процесса ми- 

нимизации (1.5) удовлетворяют соотношению О(а,) = сопз{. Поэтому 
в условиях непрерывной дифференцируемости функций регрессии можно 
утверждать, что Последовательность @х сходится, если не существует такой 

непрерывно дифференцируемой кривой ф: Е! > Е", что дО/дф = 0, 
Q(y (A)) = const, —o < A < «<. Последнее геометрически означает, что 
по некоторой кривой поверхность регрессии удалена от у на одинаковое 
расстояние. 

Наличие неограниченного числа стационарных точек минимизируемой 

функции на ограниченном множестве в К” — случай, на практике патоло- 
гический (как следует из гл.2, можно считать, что вероятность этого собы- 
тия равна нулю). 

В практических задачах в условиях сильной овражности минимизируе- 
мой функции для выполнимости неравенства (1.6) или (1.8) значение A 
требуется дробить большое число раз. Значение функции при этом умень- 
шается незначительно, вместе с тем требуя большого количества вычисле- 
ний. В таких задачах почти весь объем вычислений падает на расчет подхо- 
дящей длины шага. Существуют, однако, задачи, где длину шага можно 
предсказать. Соответствующие методы имеют другую, неградиентную 
идеологию, подробнее они излагаются в $1 следующей главы. Часто они 
приводят к итерациям со свойством (1.8). Приводят ли эти методы 
к сходимости в смысле сходимости теоремы 1.1? Ответом (положитель- 
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ным) на этот вопрос служит следующая теорема. Изложение ведем для 
общего случая безусловной минимизации непрерывно дифференцируемой 

функции Р(х), хЕК”. 
Итерационный процесс минимизации функции РЁ задается отображением 

а: В" >В". Имея некоторое приближение х Е А”, новое приближение 
строится по правилу х’=х+а(х). В болынинстве случаев вектор поправ- 

ки 4 в свою очередь можно представить в виде 4(х) = А(х)а (х), где 
A(x) — положительно определенная симметрическая матрица т Х т, 

элементы которой непрерывны на А”; q(x) — антиградиент Р, т.е. 

q(x) = —дЕ/дх. В дискретной форме процесс минимизации тогда выгля- 
дит как 

Хк+1 = Хк +А(хк)а (хк), 
(1.12) 

К =0,1,... 

Теорема 1.2. Пусть для итерационного процесса х’=х + А(х)а (х) вы- 

полнены вышеприведенные условия, причем для любого х Е В" имеет 
место монотонность 

F(x +А(х)а(<)) < ЕС), 

q(x) #0, 

причем начальное приближение хо Е К" таково, что множество 5о = 
= {хЕР”": F(x) <Е(о)} ограничено. Тогда для процесса (1.12) имеют 

место следующие утверждения: а) || 4(хк)|->0, К ->о°; 6) во всех пре 

дельных точках х, последовательности {хк} имеем q(x,) =0, F(x,) = 

=const; B) |l xx+1 — Xx || 70, Е >=. 
Доказательство. В силу непрерывности функции р"А (х)ь, 

р ЕК”, можно утверждать, что для некоторых 0 < М, <М. 

М: Ир]? < ртА(х)р < М2 Пр, 

хе So. 

Аналогично 

МЗ Ир? < РТА? (х)р < М? |р|?, 

хе So . 

Пусть теперь б > 0 любое. Рассмотрим множество 

Es ={xER™: 1[4(х) >56}. 

Оно замкнуто в силу предположенной непрерывности антиградиента 4 (х). 
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Множество 5о компактно в силу его ограниченности и непрерывности ми- 
нимизируемой функции Р(х). Значит, пересечение множеств Её П бо так- 
же будет компактным. 

Рассмотрим на этом множестве функцию 

T(x) = F(x + A(x)q(x)) — F@). 

По условию Т(х) < ОнахЕе Е П 50. В силу непрерывности А (х), а (х) и 
Г(х) функция Т(х) также будет непрерывна, поэтому на Es M So ona 
достигает своей верхней грани: 

T=sup T(x), x EEs NS. 

Поскольку Т(х) < 0, то т< 0, т.е. 

F(x + A(x) q(x)) < Ех) +т, 
(1.13) 

xESo, 14(х)1>5. 

Докажем сначала утверждение а). Допустим противное, а именно, су: 
ществует такое б > 0 и такая подпоследовательность п(К), К =1,2,..., 
что 14 (хи (к)) 125, хп (к) >Х". Тогда 

Е@сп(к)) + т > ЕХи(к) +1) > ЕСи(к+1)), 

поскольку 

НСк+1) < Fx) 

для любого К=1,2,.... 

Перейдем в предыдущем неравенстве к пределу при К - <. Поскольку 

F(Xn(x+1)) < tk + F(Xnq1))> 

получаем, что 

im, F(Xn(e+1)) = F(x") = —°, 

— противоречие с ограниченностью Р(х) на компакте 5о, утверждение а) 
доказано. Поэтому, если хп (к) —>х., К ->®, то в силу непрерывности 4(х) 
получаем 4(х.) = 0. Утверждение Р(х.) = соп$1 для всех предельных точек 
последовательности {хх} есть следствие того, что пределы любой подпо- 
следовательности монотонной последовательности совпадают; утверждение 
6) доказано. Утверждение в) следует иза) и из неравенства 

И хк+а — хх || = [9"(х®)А?(хк)а (хк)]"? < М) |4 (кк) И. 

Теорема полностью доказана. 
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Доказанная теорема будет неоднократно использоваться в следующей 

главе и послужит основой построения некоторых специальных методов 
минимизации. 

$ 2. Метод Левенберга — Марквардта 

Напомним, что необходимым условием применимости метода Ньютона — 
Гаусса является условие полного ранга матрицы производных Р(ак), 
К = 0, 1, ... Для некоторых нелинейных регрессий это условие не выпол- 
няется. Например, нелинейная регрессия 

A, Xj ах; 
У = aye + a3e + Е, x; # const, 

являющаяся в некоторых случаях тестом для проверки программ по нели- 
нейным регрессиям (см., например, [55] ), не удовлетворяет условию 

|F™(a)F(a)| > 0, a € RR”. (2.1) 

на линейном подпространстве &› =ац. 

Даже если для некоторой нелинейной регрессии неравенство (2.1) вы- 
полнено, определитель соответствующей матрицы может быть настолько 

мал, что фактически (учитывая конечность разрядной сетки ЭВМ) можно 
считать, что вместо строгого неравенства в (2.1) имеет место равенство 

для некоторых & Е А”. В этом случае программа обращения матрицы 

ЕТЕ может и сработать, однако теперь уже, и это самое опасное, нельзя 

утверждать, что обратная матрица (Р"Р)-! будет положительно опреде- 

лена, в частности, что (рк, 4к) > 0. Если же последнее неравенство не бу- 
дет иметь места, весьма возможно, что значение Х, приводящее к минималь- 
ному значению функции вдоль выбранного направления, будет Лопт = 0, 
и процесс минимизации зациклится. 

Насколько вероятно на практике выполнение неравенства 

rank F(a) < m. (2.2) 

Случай, когда (2.2) имеет место для некоторой области А” , следует, ви- 
димо, признать патологическим. Так, при т = 1 неравенство (2.2) на 
некотором интервале ведет к тому, что все функции регрессии на этом 
интервале будут постоянными и не будут зависеть от параметра. На практи- 
ке (2.2) можно ожидать лишь на некоторых подмножествах нулевой 
лебеговой меры, как это имеет место в приведенном выше примере. 
Положение может оказаться действительно серьезным, если минимум 
О(«) достигается как раз на множестве (2.2). Однако интуитивно понятно, 
что вероятность этого события (если наблюдения У; считать случайными) 
будет равна нулю. 

Более распространенной ситуацией является случай плохой определен- 

ности матрицы Е" (а)Р(“). Именно для подобных регрессий эффективны 
методы, излагаемые в этом параграфе. Еще в 1944 г. Левенбергом [64] 
была предложена процедура, которая, модифицируя метод Ньютона — 
Гаусса, позволяет применять его и для регрессий, для которых неравен- 

ство (2.1) выполнимо не для всех «Е А”. Суть предложенного им метода 
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проста. Подправим ”слегка” матрицу Е"(ах)Е(ак) в методе (1.3), 

сделав ее положительно определенной. Этого можно добиться весьма прос- 

тым способом, добавляя к ней матрицу, пропорциональную единичной !). 
Таким образом, в методе Левенберга итерации ведутся по формуле 

ак+1 =ак + (Fx Fr +икГ)-1 ЕЕ (у — fx), k = 0,1,... (2.3) 

Матрица F iF к Неотрицательно определена, поэтому матрица ЁР”Рк + 

+ икГ (мк > 0) положительно определена (в том числе невырождена), 

а значит, направление минимизации в методе Левенберга составляет острый 
угол с антиградиентом. 

В 1963 г. Марквардт [66] несколько модифицировал этот метод. 
Он предложил вместо единичной матрицы в качестве ”довеска?” брать 
диагональную матрицу с элементами, совпадающими с диагональными эле- 

т 
ментами матрицы Ру Рух. Таким образом, в методе Марквардта 

ак+1 =ак + (Рек +икОк)- 1 Е (у — №), k = 0,1,..., 

где (Ок): = (Fy F )its =1,..., т, (Ок); =0 (Г =). Метод Марквардта 

принимает вид метода Левенберга, если перейти к масштабированию 

направления минимизации. 
Какой смысл имеют коэффициенты ик в рассматриваемых методах? 

Для простоты речь будем вести о методе (2.3). Марквардтом было пока- 
зано, что длина вектора поправки в методе (2.3) является убывающей 
функцией ик; при изменении ик OTN TO +°° направление вектора поправ- 
ки изменяется от направления вектора поправки в методе Ньютона — Гаусса 
до антиградиента (доказательство приведено также в [15]). Таким обра- 
зом, при большом ик алгоритм (2.3) близок к градиентному, при 
Ик = 0 — к методу Ньютона — Гаусса. На основе этого Марквардтом была 
предложена следующая эвристическая процедура. Она в свою очередь 
опирается на довольно часто наблюдающуюся на практике ситуацию: 
в начале итерационного процесса вполне удовлетворительным оказывается 

простой градиентный метод; в конце, т.е. в непосредственной близости 
минимума, более быстрым является метод Ньютона — Гаусса. Отсюда 
следует, что эффективным был бы выбор падающих значений их $ 0 при 
К > < (этого можно добиться, например, уменьшением ик на каждой 
итерации в некоторое число раз). 

Практика, однако, показала, что методы Левенберга — Марквардта до- 
вольно часто не сходятся. Основным недостатком этих методов является 
постоянство длины шага. Более аргументированным является модифици- 
рованный метод Левенберга — Марквардта с переменной длиной шага, 
а именно 

ак+1 =ак + Лк(ЕРе Ех +икОк)- 1 Ех (у -— №), (2.4) 

  

1) Идея подобной поправки имеет глубокие корни. В вычислительной математике 
она составляет суть решения некорректных задач [46]. В статистике такая поправка 

приводит к так называемым гребневым оценкам (см., например, [15]), которые 

имеют лучшие в некотором смысле статистические свойства оценок. 

224



где в варианте Левенберга О» = 1, в варианте Марквардта Дх = 41а; (ЕР Ек); 

Лк >> 0 определяет длину шага и выбирается, например, из условия (1.6), 
что влечет монотонность (1.8). 

Вопрос о выборе параметра ик все же остается открытым. Ниже будет 
предложен один из способов решения этой задачи. Еще раз зададимся 

вопросом, зачем, собственно, необходима добавка их/[ или икОк? 
Она нужна для того, чтобы направление минимизации не оказалось орто- 
гональным к антиградиенту, так как в противном случае может оказаться, 

что значения Лк > 0, удовлетворяющего неравенству (1.6) или даже (1.8), 
не существует. 

Зададимся некоторым предельным углом 0” < т < 90° и выберем 
Ик > 0 так, чтобы на каждой итерации 

соз (4к, Рк(ик)) = созт, (2.5) 
где Рк(ик) — вектор поправки в методе (2.3), 4к — антиградиент. 

Исследуем левую часть (2.5) как функцию и. Очевидно (индекс К для 

простоты опускаем; R=F'F) 

4"(В +иГ)'а 

Иа [9"(В +иГ)-24]"”? | 
  с(и) = соз (а,`р(м)) = (2.6) 

Обозначим 

5„ = qQ'(R + uwl)~"Q, r21. (2.7) 

Легко проверить, что 

ds, 

dy 
Пользуясь формулой (2.7), функцию (2.6) можно переписать в виде 

с(и) = ов 
Nall ap 

С помощью (2.8) легко найти первые и вторые производные функ- 

ции (2.6): 

‚43/2 3 
си = 52 (8183 — 52)/Iall, 

  ="—FSp44. (2.8) 

  

oe. -5/2 

Сы = 35152 (83 — 5254)/II 41. 

Докажем неравенство 

2 
$(7, +7.) /2 S Sp, Sp, (2.9) 

для любых 71, Г. > 1. Оно является следствием неравенства Коши — Буня- 

ковского 

2 — 

Sir, +r,yi2 = (9°(R + wd) 1+ "2/2 ]* = 

—r,/2 
2 

= { (В +иГ) "Га + Г) 4} «из. 

15. E.3. Демиденко 225



   
     

      

A И 
Е ——————щ—— п ————— 

С(и) 
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И. 

—=+ > 
0 yh tH, Ln д 

Рис. 20. Разные аппроксимации функции с (п): [ — линейная, П — квадратичная, /11 — 

гиперболическая 

Как следует из неравенства (2.9), Cu > 0, Си < 0. Таким образом, 

функция с (и) является неубывающей и вогнутой (рис. 20). 

Как найти значение и, удовлетворяющее уравнению (2.5)? Пусть п — 

некоторое приближение к точному решению п,. Аппроксимируем с (и) 

в окрестности и прямой 

c(u) © c(h) + (H-B)e'(H). 
Решая линейное уравнение относительно п, найдем 

су — с(И) 

c'( Hh) 
Таким образом, итеративный процесс решения (2.5) имеет вид 

~ ~ | Cosy ~ c( Hy) 
Mie. = Ш 

c'(H;) 

При этом 741 > HM, » WIA KoTOporo c(M,) = cos y. 3aMeTHM, 4TO BCe fy 

  w= +t 

  [= 0, 1, ... (2.10, 
> 

оценивают п. с недостатком, т.е. и; <и.. 

Взамен точного корня (2.5) можно ограничиться приближенным реше- 

нием, например, м. Очевидно 

_ cosy — c(0) 
= 2.11 My с' (0) ( ) 

В этом случае с (0) равно косинусу угла между антиградиентом и вектором 
поправки в методе Ньютона Гаусса, 

_ Ф.ФР"В-*р — ПРИ" 

Na lip i? 
  c’(0) 
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roe p = R~'q — sextop nompapKu B Metone Hpwtona — Taycca. Очевидно, 

последняя формула имеет место в случае | К | ==0, т.е. при условии (2.1). 

Функцию С(и) можно аппроксимировать не прямой, а параболой; 
тогда 

с(и) = с(й)+ш-)е'( 8) + у ш-И с" (), 
и приближенное значение п, удовлетворяющее уравнению (2.5), находится 
решением квадратного уравнения 

e(H)+(u- He") + (ий )с" (в) = озу. 
Наконец, существует еще один способ приближенного решения уравне- 

ния (2.5). Аппроксимируем с (и) гиперболической функцией 

  с(и) =1- 2.12 (и) + (2.12) 

где а, 5 > 0 — параметры. Подберем их так, чтобы 

с (0) = с(0),  ¢'(0) = e'(0). 
Имеем 

_ a _, а , 
с (0) = 1 — = = e(0), c OT =e, 

откуда 

1 — c(0))? 1 — с(0 pa Fae ,.1-0 aay 
c’(0) с (0) 

Гипербола (2.12) уместна здесь по той причине, что она, как и функция 
с(м), является возрастающей и вогнутой с асимптотой, равной 1. После то- 

го как Параметры а, Б. найдены по формулам (2.13), решить уравнение 

с (и) =со$ 7 не составляет труда. Решением будет 

a, = —— — b. (2.14) 
1 —cosy 

Можно показать, что и: > И. 1. Итак, на К-й итерации значение ик нахо- 

дим следующим образом. Если cos (px, 9x) > с0$ 7, то ик = 0. Если 

cos (Px, Ik) < cosy, причем | Е.Е к |= 0, решаем уравнение (2.5). 

По желанию можно ограничиться первым приближением (2.14). Если 

| FF, | = 0, ro Nonaraem Uo = Uo > O, rue мо — заранее выбранное, доста- 

точно малое число. Практика показывает, что гиперболическая аппроксима- 
ция оказывается наиболее удовлетворительной, поэтому можно ограни- 

читься первой итерацией. Программа на языке ФОРТРАН описанного алго- 

ритма приведена в [16]. 
Перейдем теперь к обобщению метода Ньютона — Гаусса и его модифи- 

каций на случай декомпозиционных функций (или, короче, О-функций). 
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Напомним (см. $ 3, гл.4), что О-функцией называем функцию вида 

F(x) = V(F()), x € R™, 

где f: R™ > R"” — инъективное отображение п > т, Г — выпуклая функ- 
ция на А”, 92 У/9/? > 0. Нетрудно видеть, что для такой функции 

  

  

Е _ gt W(f)G Зал 2 > (x) W(f)G(x) OR Ox?” 

где 

со = ть ©) =, (1) = ур 

— матрицы п ХтипХл соответственно. Естественным обобщением мето- 
да Ньютона —'Гаусса на случай минимизации О-функции является метод 

ХЕ+1 = хк+ Лк (С ИКС)" Сьак, k =0,1,.., (2.15) 

где Лх > 0 выбирается, например, по правилу, аналогичному (1.6), и 

OV 
Ск=С(хк), We=W(f(«K)), Wk = af (f(@x)). 

Пользуясь непрерывностью производных с учетом предположения, анало- 
гичного (1.4), а именно 

rank G(x) = m, x ER", 

можно установить квазиградиентность процесса минимизации (2.15), т.е. 
направление минимизации составляет с антиградиентом острый угол. 
Таким образом, на основе теоремы 1.1 из гл. 6 можно показать, что про- 
цесс (2.15) сходится (в смысле теоремы 1.1). 

Совершенно аналогично можно модернизировать алгоритм (2.15) по 
примеру методов Левенберга — Марквардта, а именно 

т т 

хк+1 2 ХК + Лк(Ск Ик Ск + ик) | Сук, К = 0,1,... 

Выбор ик можно осуществлять, как и прежде, задаваясь некоторым поро- 
говым углом 7. 

$ 3. Метод минимизации суммы квадратов 
без вычисления производных 

Простейший способ обойтись без вычисления производных — заменить их 
разностями. Проблема тогда будет заключаться в выборе оптимального ви- 
да разностей. Например, можно использовать право-, левосторонние или 

центральные разности; существуют и более сложные методы приближенно- 
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го дифференцирования (см., например, [17]). Мы ограничимся рассмотре- 
нием правосторонних разностей. В этом случае производную функции 
регрессии заменяем на 

Ofi(@o) 1 
да; hy (Л + Йуе;) — Fi(Qo)), 

(3.1) 

r= 1,...,4, 1=1,..., т, 

где е; Е Е" — ”единичный” вектор, т.е. вектор, на /-м месте которого 

стоит 1, а остальные координаты равны 0, й; > 0. Центральным вопросом 

применения приближенной формулы (3.1) является выбор поправок Й;. 

При очень малых Й; в силу ошибок вычислений правая часть (3.1) может 
резко расходиться с левой. При больших Й; правая часть (3.1) не будет со- 

ответствовать левой по определению. Удовлетворительным в некоторых 
случаях оказывается выбор Й; = (1 + | “о; |)6, где 6 > 0 (например, 

б = 0,01). В рамках регрессии существуют и другие способы выбора Й; 
[16]. Была доказана локальная сходимость методов типа Ньютона — Гаус- 
са с выбором приближения для производных в виде (3.1) [36]. 

Остановимся теперь на идейно более интересном подходе минимизации 
суммы квадратов. Отличительной чертой рассматриваемого ниже метода 
является его экономичность: в нем оценивается сразу вся матрица произ- 
водных Р = 9//да на основе вычислений функции регрессии не менее чем 
на 7 предыдущих итерациях. Итак, пусть в р + 1 точке до, 41, ..., ар вычис- 

лены векторы функций регрессии /(4о), Л(а!:), ..., Л(ар); обозначим 
искомую матрицу производных Ро. Тогда по определению производных 
в окрестности @о 

f(a) — f@o) * Po(@ — 40), 

в частности, 

Га) — Лоо) = Ро; - 40), i=1,...,D. (3.2) 

Обозначим через A — матрицу т Хр, 1-м вектор-столбцом которой бу- 

дет вектор 4; — ао; Через Ф — матрицу пХр, Г-м вектор-столбпом кото- 

рой будет f(a;) — Л(ао). Тогда приближенное равенство переписывает- 

ся как 

РА = Ф. (3.3) 

Наложим на систему точек 40, ..., ар следующее ограничение. Говорим, что 

эта система точек имеет общее положение, если р векторов а, - 40, 
аз — 40, ..., ар — ао линейно независимы в А”. В этих условиях 

rank A =m. 
Найдем Ро из (3.3), исходя из условия максимально возможного при- 

ближения. Например, в качестве меры близости между левой и правой 
частью (3.3) можно взять следующий функционал: 

tr(PA — Ф)"(РА - $) = ти. (3.4) 
Р 
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Дифференцируя последнее выражение по Р, найдем искомое решение 

Py = ®A™ (AAT). (3.5) 

Вместо (3.4) можно взять след взвешенной матрицы 

tr(PA — Ф/(РА — $)0-! > min 
P 

с решением 

Py = ФО-1 А*(АЯ-1 АТ)-1, (3.6) 

где @ —РХ р-матрица весов (например, можно считать $2 диагональной, 

2); = О(а:) — О(ао) при условии, что О(а;) >О(ао), i =1,..., р). В част- 
ном случае, когда матрица производных Ро оценивается по т предыдущим 

итерациям, формула (3.6) упрощается: 

Py = ®Q-1AT(AT)Y IQA! = OAM}, 

т.е. 

Ро = ФА-!. (3.7) 

Как видим, результат в случае р = т не зависит от взвешивания. 
Имея приближенное выражение матрицы производных, в виде (3.5), 

(3.6) или (3.7), легко записать формулу итераций по методу Ньютона — 
Гаусса. Так, в случае р = т эта формула будет иметь весьма простой вид: 

т. 
ак+1 = ак + Ак(Ф Фу) 'Фь(у — Л) 

или, в условиях изменяющейся длины шага, 

Ons = ах + Лк Ак(ФкФь) Фь (У — Л). (3.8) 

Описанный выше алгоритм, следуя [36], будем называть, методом 
секущих. Это название объясняется тем, что здесь вместо касательной 

плоскости, требующей вычисления точного значения производных, 
берется секущее линейное многообразие. Широкое распространение этот 

метод (РОД-метод) получил после появления работы [69]. Как это ни 
странно, авторы [69] не делают ссылки на книгу [36], вышедшую 
на 8 лет реньше, где этот метод был описан. 

Корректное применение (3.8) возможно при условии невырожденности 

матрицы Ф,Ф,. В связи с этим дадим следующее определение. Регрес- 

сию называем линейно невырожденной, если для любых т + 1 точек 
ао, 41, ..., @т, находящихся в общем положении, матрица Ф, {-й вектор- 

столбец которой есть f(a;) — (ао), имеет полный ранг (равный т). 
Для линейной регрессии f(a) = Ха линейная невырожденность эквива- 
лентна условию гапК Х = т. Говорим, что регрессия локально линейно 
невырождена, если она линейно невырождена в некоторой достаточно ма- 
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лой окрестности любой точки. Для локальной линейной невырожденности 

регрессии необходимо и достаточно, чтобы гапК 9/ (40) | да =т. Коррект- 
ное применение метода секущих возможно только для линейно невырож- 
денных регрессий. 

Алгоритм минимизации суммы квадратов по методу секущих при 
р =т выглядит следующим образом. 

0. Выберем вначале т + 1 точку в некоторой окрестности ао. Найдем 
среди них точку, имеющую минимальное значение суммы квадратов, и 
примем ее за базовую (соответствующую 4 в прежних обозначениях). 
Построим матрицы Ао, Фо. Естественно, т + 1 начальных приближений 
выбраны так, что гапК Ао = т. 

1. Строим новое приближение по формуле (3.8), полагая вначале 

Лк = 1. Если О(ак+1) < О(ак), переходим к следующему шагу. В против- 
ном случае дробим Хх с переменой знака до тех пор, пока О(ак+1)< О(ак). 

Например, можно полагать Хх =1, 1/2, —1/2, 1/4, —1/4 ит.д. 

2. Вектор параметров 4о помещаем на место, соответствующее макси- 
мальному значению суммы квадратов (что означает запись в вектор-строку 
матрицы Ао и вектор-столбец матрицы Фь). На место ао записываем но- 
вый вектор, найденный по формуле (3.8). Таким образом находим новые 
матрицы А, и Ф, и возвращаемся на шаг 1. 

В [36] была доказана локальная сходимость метода (3.8). В [16] при- 
водится описание соответствующих программ на языке ФОРТРАН, 
см. также [59]. 

Применение методов минимизации с приближенным вычислением произ- 
водных сталкивается со следующей немаловажной проблемой. Напомним, 

использование квазиградиентных методов, т.е. таких, что (Рк,4к) > 0, 
К =0,1,..., где 

ак+1 = ак + Лкрк, (3.9) 

к — антиградиент минимизируемой функции О(4) на шаге К, гарантирует 
нам существование, может быть, достаточно малого, но положительного Ax 

такого, что О(ак+1) < О(ак) (при ак =0). В методах приближенного вы- 
числения производных, особенно в тех случаях, когда точки, на основе 

которых оценивается матрица производных, не лежат в достаточно малой 

окрестности, условие (рьк, ак) > 0 может быть нарушено. Таким образом, 
поиск Лкв (3.8) уже нельзя ограничивать лучом Лх > 0, а для выполнения 
условия убывания минимизируемой функции необходимо рассматривать 
варианты и отрицательного значения шага. Как было предложено ранее, 
выбор ”знака шага” можно чередовать одновременно с уменьшением 
длины шага. 

Практика счета по методу секущих приводит к еще одной проблеме. 
В плохо обусловленных, т.е. овражных задачах начальные приближения 
в результате итераций ”выстраиваются в линию”, т.е. векторы 4: -— do, 
42 — 40, .... ат — @о становятся почти линейно зависимыми. В этой ситуа- 

ции матрица Ро по формуле (3.7) оценивается с болышими погрешностями, 
в результате чего вектор поправки рк в (3.9) может стать практически ор- 
тогональным к 9х. Очевидно, в подобном случае совокупность точек 
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G1, «6, Gm должна быть обновлена. В некоторых программах осуществляет- 
ся их выбор случайным образом из некоторой достаточно малой окрест- 
ности. Мы предлагаем другую процедуру обновления. 

Рассматриваем т векторов @и — do, ат -1 - 00, ..., 41 — Ag. Пусть 

Olam) > Oam-1) >... > О(@о). По условию система векторов {а}; — ао} 
‘плохо обусловлена. Для повышения обусловленности этой системы опус- 
тим из 4т — @4о Перпендикуляр на линейное пространство, натянутое на 
оставшиеся т — 1 векторов аи_1 — 40, ..., а: — @о. Этот перпендикуляр 
обозначим @т — 40. По определению 

9 

Gm — 4 1 @т —1 — @0,..., @1 — ag, 

причем || а, — Qo || < | ат — ао |. Последнее условие, в частности, гаран- 

тирует нам то, что новая система приближений содержится в окрестности 
старой. Если опять (рк, 4х) = 0, то же самое делаем со следующим векто- 
POM 4т-1 — 40 и т.д. до полной ортогонализации. Эта процедура обновле- 
ния реализована в [16]. 

Метод секущих — очень экономный в вычислительном плане метод мини- 

мизации суммы квадратов. В этом его большое преимущество. Его следует 
применять при большом количестве параметров и наличии хорошего началь- 
ного приближения. Если же число оцениваемых параметров не очень велико 

(например, меньше десятка), а овражность О(х) достаточно велика, более 
предпочтительными оказываются методы с точным вычислением произ- 

водных !). 

$ 4. Критерий стационарности и устойчивости 

Процесс минимизации функции предполагает выбор критерия останова. 
Как правило, этот критерий основан на сравнении соседних итераций. 
Процесс минимизации функции Р (х) останавливают тогда, когда выполне- 
ны оба или одно из двух условий: 

И хк+а - хк || Sex, 1F@x+1)-F@x)| <S er, (4.1) 

где Ех и ер — точности по аргументу и функции. Часто пользуются относи- 
тельными критериями 

    

lj x —x | F(x — F(x k+1 — Xx ll el, (Хк+1) Те, (42) 

И хх | 1ЕР(хк) | 

У: практиков широко распространено заблуждение, по которому усло- 

вия (4.1) или (4.2) при малых положительных значениях €,, Ef WIM Е, 

ер влекут соответствующую малость градиента. Этот вывод обосновывает- 

ся следующим образом. Итеративный процесс минимизации представим 
в виде 

Хк+1 2 ХК + Мок)а (хьк), (4.3) 

1) В [25] предлагаются способы точного вычисления производных программными 
средствами. 
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roe M(x,;,) — невырожденная положительно определенная матрица, 4 (хк) — 
антиградиент функции Р(х). Поэтому, если хк+1 =хк, то М (хк)а (хк) =0, 

откуда в силу невырожденности матрицы М получим 4(хк) = 0, т.е. хх — 

стационарная точка. Если Хк+1 ^ хк, то опять же 4(хк) == 0 в силу непре- 
рывности. Ошибка заключается в том, что последнее утверждение верно 
лишь для хорошо обусловленных задач минимизации (со слабой овражно- 
стью). Тогда линии уровня минимизируемой функции не очень вытянуты 
в одном направлении и не очень сжаты в другом. В противном случае линии 
уровня имеют бананоподобную форму. Матрица М, в большинстве случаев 

имея своим прототипом матрицу гессиана (92Р/дх?)-!, будет также 
плохо обусловленной. Как следует из (4.3), ~ 

На(хк) 1? = (хк+1 — XK) M7 (xR) OKs — XK). 

В частности, если хк+1 — хк совпадает с направлением вектора, отвечающе- 

го максимальному собственному числу матрицы М-? (хк), то 

1 
Naxx) = ———— I Xn — XK Nl. (4.4) 

AminM (xx) * 

При плохой обусловленности Аш;пМ(хь) = 0, поэтому условие || хк+! — 

-- хк || — О не влечет || 4(хк) || = 0. В условиях сильной овражности движе- 
ние в процессе (4.3), как правило, и происходит поперек оврага, т.е. 
направление хк+1 — хк совпадает с направлением минимального собствен- 
ного вектора матрицы М (хь) ‚, что и приводит к оценке (4.4). 

Особенно опасно это заблуждение, когда процесс минимизации происхо- 
дит в автоматическом режиме. Часто, задаваясь другим начальным прибли- 
жением, приходят и к другому решению. Иногда можно слышать, что это 
результат многоэкстремальности. Скоропалительный вывод! Практика 
автора показывает, что в подавляющем большинстве случаев это есть не ре- 
зультат многоэкстремальности, а результат неправильного толкования 
(4.1) и (4.2). 

Разумеется, более верной была бы непосредственная проверка малости 
нормы градиента 

На(хк) | < eg. (4.5) 

Часто (4.5) как раз и присовокупляютк (4.1) или (4.2). По этому поводу 

хочется сделать свое замечание. Для задач с несильной овражностью (4.5) 
следует из критериев сходства соседних итераций (4.1) или (4.2). Для за- 
дач с сильной овражностью процесс (4.3) нередко ”циклится” или двигает- 
ся очень медленно. Если ограничиться критериями (4.1) или (4.2), то 
в этом случае произойдет останов. Если в системе критериев присутствует 
(4.5) или ему подобный, то фактически вычисления будут производиться 
впустую. В этой ситуации процесс (4.3) действительно необходимо остано- 
вить, Начав его либо с другого начального приближения, либо изменив: 
управляющие параметры процесса, либо вообще перейти к другому методу 
минимизации. Таким образом, градиент или норму градиента необходимо 
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4 А Рис. 21. Геометрическая интерпретация кри- 

Ц терия стационарности для произвольной 

< функции Р` (х) 

учитывать лишь по окончании процес- 
са минимизации (останова). Норма гра- 
диента функции, в частности, 

     
OF (46) 

Ox 

| неудобна тем, что по ней трудно срав- 

| > нивать степень стационарности на раз- 
| zy ных функциях. Мы предлагаем следу- 
| ющую ”’нормировку” (4.6). 

т, | r Как оценить степень стационарности 
9 °9 функции Р(х) в точке хо Е В"? По- 

строим в точке хо в пространстве 
(х, у) Е В"*! касательную плоскость Т к функции у =Р(х) в точке 
(Хо, Уо) , 70 =Е (хо) (рис. 21) ‚ уравнение которой запишем в виде 

У -— Уо + (4, х —-хо) = 0, (4.7) 

где 4 = —-0Р/дх — антиградиент. Чем ”стационарнее”” точка, тем параллель- 
нее эта плоскость координатной плоскости х. Нормалью к касательной 

плоскости (4.7) является вектор М = (4, 1). Естественно поэтому в качест- 
ве меры стационарности хо, т.е. параллельности (4.7) координатной плос- 
кости х, взять угол, который составляет вектор М с вектор-осью у, т.е. 
с вектором (0, ..., 0, 1). Таким образом, в качестве критерия стационар- 
ности в общем случае предлагаем брать 

Y = arcsin al , (4.8) 

У1 + 191? 

Напомним, что у интерпретируется как угол уклонения касательной плос- 

кости от плоскости, параллельной системе аргументов х Е А”. Фактически 

(4.8) имеет смысл вводить для || а||, достаточно больших (при | 41 =0, 

легко видеть, у ^ |49|). Критерий (4.8) позволяет сравнивать степени 

стационарности разных функций, он имеет наглядную геометрическую ин- 
терпретацию. 

И все же показатель (4.8) не всегда оказывается удовлетворительным. 
Иногда задачи являются настолько чувствительными к малому изменению 
параметров, что достичь хорошей точности по этому критерию или тем бо- 
лее по критерию (4.5) физически невозможно (учитывая конечность раз- 
рядной сетки ЭВМ). Наиболее часто это происходит в случае, когда мини- 

мизируемая функция включает в себя экспоненты. Например, при нахожде- 
нии минимума суммы квадратов для таких функций-регрессий, как экспо- 
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HeHTa, модифицированная экспонента, производственная функция СЕЗ 
(см. $ 4, 5, гл. 1) и т.п., точки с нормой градиента порядка 103 оказыва- 
лись весьма близкими к стационарным. 

| Учитывая специфику суммы квадратов, можно построить более удовлет- 
ворительный критерий стационарности, не уступающий по своей нагляд- 
ности и простоте критерию (4.8). Приступим к его описанию [16, 57]. 

Напомним, что в случае минимизации суммы квадратов 

O(a) = Х (у; - fila)’, а ЕК”, 

задача фактически сводится к поиску точки f = f(a) Е Г(а) (т-мерная 

Рис. 22. Геометрическая интерпретация 
критерия стационарности для суммы 
квадратов 

  
поверхность в П-мерном пространстве), наименее удаленной от фиксиро- 

ванной точки уе К”. Поскольку 

1 99 Of 
2307 Х (у: - (а), 

то равенство нулю градиента О(&) означает ортогональность вектора у -— / 
касательной плоскости поверхности /(&). Касательная плоскость Т порож- 
дена векторами-производными 9//да:, ..., ЭЛ/дажм (рис. 22). Поэтому 
у — Л4 Т, если у — Г(а) 1 9Л(а)[д“,;, ]. =1,..., т. Степень ортогональ- 

ности будем мерить в углах. Таким образом, рассчитываем так называемые 
уклонения от нормали в градусах как углы, дополнительные к углам 
между векторами у — f(a) и 9/(а)[9а;. Критерием стационарности 
тогда будет малость этих углов для всех ] =1,..., т. 

В рамках предлагаемого критерия стационарности можно обойтись од- 
ним показателем. Определим угол, который составляет: вектор у — Х(а) 
с касательной плоскостью Т, т.е. минимальный угол между у — Л(а) и 

и Е Т. Нетрудно показать, что этот угол будет равен углу между вектором 

у-— Г(а) ивектором 

r= F(F'F)'F'(y — f) = Fp, 

где f = f(a), p = (F'F)“!F™(y — Г) — вектор поправки в методе 
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Ньютона — Гаусса (1.3), а косинус угла между ними 

A OY -fir) 

Р-Р eh 
Далее найдем 

(y —f, r) = (y-fYFC FTF) 1Е у - Л), 

Пи|* = (У- Л) Р(ЕТР)- 1 РТЕ(ЕТЕ)1Е"(у — f) = 

= (> - ЛУЕ(Е"Е) 1 ЕТ(у - Г). 

Поэтому косинус угла между вектором у -— [ и касательной плоскостью 
равен 

соз ("Лу —f) = ——[Q —f)F(FTFY Fy - fy}. (4.9) 
VQ 

Окончательно критерий стационарности суммы квадратов выглядит сле- 
дующим образом: процесс минимизации ао, @1, ... считаем сошедшимся 
к стационарной точке на К-й итерации, если 

1 т т 
— (© - Лк" Рк(Е, Ек) Fy, (у — Лк)? < еб, (4.10) 

Vo 
где е5 — предельный угол уклонения от нормали (агссоз вычисляется в 

градусах), Лк = Л(ак), Рк =Э/Л(ак)[да. 
Выражение (4.9) может быть записано в разной форме. Если обозначить 

- 122 
2 да’ 

  7 = 90° — агссоз 

то (4.9) представимо в виде 

—(p, a)? = =a YG}? = = (pt FF py”. 
VO va vo 
Показатель (4.9) и соответствующий ему критерий стационарности 

суммы квадратов на практике зарекомендовал себя очень хорошо. 
Эмпирическая проверка ряда задач показала, что точки с малыми значе- 
ниями (4.9) или левой части неравенства (4.10) действительно лежали 
в малой окрестности стационарной точки. Наоборот, в том случае, когда 
критерий (4.10) не срабатывал, оказывалось, что процесс минимизации 
просто зациклился, и дальнейшие поиски минимума О(а) позволяли 
найти реальную стационарную точку. 

Теперь обратимся к другому вопросу. Насколько устойчиво найденное 
решение (точка локального минимума функции) по отношению к воз- 

236



можно малым изменениям исходных данных? Понятно, что если это реше- 

ние неустойчиво, то ценность найденного минимума невелика; интерес 
представляет лишь то решение, которое малочувствительно к малым изме- 

нениям исходных данных. В рамках минимизации суммы квадратов 
интерес представляет зависимость решения от вектора данных уЕ К”. 

Чтобы лучше понять идейную сторону, начнем с простейшего случая — 
одномерной линейной модели 

О(а) = Х (71 - ах)? =|у-ах|? > min, aE R’. 

Решением этой задачи (х 50) является оценка MHK 

_ _ &y) 

ae ay) = TP 
Естественно, в качестве меры чувствительности решения а по отношению 
к данным у взять вектор 

да х 

тие: 
ду = Ix ll 

За совокупный показатель чувствительности (устойчивости) берем 

_ 1 да 

ду lx 

Это и есть та мера устойчивости решения квадратичной задачи, которая 
отвечает на вопрос, насколько вариабельно решение при изменении дан- 
ных, т.е. вектора у. 

В многомерном линейном случае 

        

Q(a) = Пу — Ха? = ша, a ER”, 

где уЕ К”, Х — матрица п Х т полного ранга. Тогда решением будет 

a= (XTX) 'X'y, (4.11) 

поэтому матрицей устойчивости естественно считать 

да 
— = (ХХ) "Хх" = 0. 
ду 

В многомерном случае будем интересоваться частными коэффициентами 
устойчивости, т.е. векторами да; [| ду, а конкретнее их нормами. Легко ви- 
деть, что да; [ду есть ]-я вектор-строка матрицы И, которую обозначим 

через О’, ]. =1,..., т. Как и в одномерном случае, в качестве меры чувст- 

вительности 4; Е А' ку возьмем || да; [ду || = | О; |. Покажем, что 
для (4.11) 

да, 
= | = V (XX); , j=1,...,m. (4.12) 

y 
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Это следует из того факта, что, если И; — вектор-строка матрицы (, то 

| Uy = (UU) = (XTX) XTX (XX) yy = (XTX) 
Таким образом, в линейной модели регрессии точка минимума суммы 

квадратов (4.11) устойчива, если величины (4.12) достаточно малы. 
Замечательно, что эти величины составляют основу проверок статисти- 
ческих гипотез значимости параметров регрессии. В линейном регрессион- 
ном анализе [15] показывается, что среднеквадратическое отклонение 
оценок МНК (4.11) есть 

5; = 3 (ХХ), j=1,...,m, 

где $ — среднеквадратическое отклонение регрессии 

= / min Q(a) | 

п-т 

Таким образом, используя чисто вычислительные принципы, удалось полу- 
чить ответ, который опирается на сугубо статистическую природу 
регрессии. 

Рассмотрим теперь нелинейную регрессию. Как известно, с точностью до 
членов второго порядка малости нелинейную регрессию можно предста- 
вить в виде 

y = f(a) + Е(а)(а - а) +е, (4.13) 

где а — оценка МНК, Е(а) = 9/(а)/ д“. Поэтому показатель устойчивости 
определения МНК в нелинейной регрессии приближенно равен 

да. 
J ; - 

~ ~ (FTF); , ] = 1, coe, Т, (4.14) 
ду 

где Р=д// да — матрица первых производных нелинейной регрессии п Х т. 

На практике замечено, что для точек, далеких от точек глобального ми- 
нимума, правая часть неравенств (4.14) является достаточно большой. 

Таким образом, величины \/ (РТЕ i могут служить своеобразным инди- 

катором качества решаемой задачи. Еще раз подчеркнем, что апелляция 

Гертрл —1 . 
к величинам (ЕР) jj  Пля статистика не является неожиданной, 

рт _1 : 
так как 5 \/ (РР) jj есть не что иное, как стандартная ошибка ]-го пара- 

метра регрессии. Интересно то, что эту величину здесь удалось интерпрети- 
ровать в другом, чисто вычислительном, нестатистическом смысле. 
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ГЛАВА 7 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ 
И НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

Учет специфики нелинейной регрессии иногда позволяет строить еще более 

экономные, специальные алгоритмы минимизации функционала идентифи- 
кации (например, суммы квадратов). В настоящей главе предлагается три 
общих метода учета этой специфики: мажорирующего параболоида, рас- 
щепления и подстановки. Применение этих методов иллюстрируется сле- 
дующими задачами: минимизация невязок линейной модели с неквадратич- 
ной функцией потерь, минимизация суммы квадратов для логлинейной 

модели регрессии и обобщенной ПФ СЕЗ, оценивание параметров гетеро- 

скедастичной регрессии. 

$ 1. Некоторые общие подходы 
к построению специальных методов 

Учет специфики конкретной модели регрессии позволяет строить специаль- 
ные методы минимизации суммы квадратов. Как правило, специальные 
методы оказываются более экономными и эффективными, чем такие 
общие методы минимизации, как градиентный, сопряженных градиентов, 
HbIOTOHOBCKHe, квазиньютоновские, а также метод Ньютона — Гаусса и его 
модификации. Часто специальные методы являются строго релаксационны- 
ми, т.е. удовлетворяют условию монотонного падения минимизируемой 
функции в нестационарных точках: 

О(@к +1) < О(@к), q, #90, (1.1) 

где 4х — антиградиент О (4) в точке а = ах..Ниже будет предложено не- 
сколько общих подходов построения специальных методов. Сначала по- 
кажем, как может быть использована специфика нелинейной регрессии 
в плане построения специальных методов минимизации суммы квадратов. 

Рассмотрим класс полилинейных регрессий (см. $ 3, гл. 3) с функцией 

[(0)= Ха + ри — рба, 0 = (а, р), (1.2) 
для которой сумма квадратов равна 

0(6)= O(a, p)=l|y — Xa — pu + pZa\\’. 
Специфика (1.2) заключается в том, что при фиксировании параметра 
рЕ К! функция Г (0) является линейной по &; наоборот, при фиксирова- 
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нии © функция / (9) линейна по р. Учтем это обстоятельство при построении 
метода минимизации. Итак, пусть р, — К-е начальное приближение. Вектор 

ик находим из условия 

O(a, p,)= lly — Xa — p,u + p,Ze ||? > min, 
откуда i 4 

Oy = [(X — p,Z)*(X - p,, ZV" (X — 0, — рки), (1.3) 
в предположении, что обратная матрица существует. Фиксируя ах и учиты- 
вая квадратичность О по р, можно найти новое приближение для р, мини- 
мизирующее О(&х, р) по р: 

Рупа (М- 2%)" (у — Хар). (1.4) 
TE Wu — Zax В 

На основе теоремы 1.2 из предыдущей главы нетрудно показать, что 

этот процесс сходится. Действительно, из характера приближений (1.3), 
(1.4) следует, что 

90 (9%) 

00 

Остальные предположения этой теоремы также выполнены: вектор по- 
правки — непрерывная функция точки — и составляет с антиградиентом ост- 
рый угол. 

Интересно сравнить процесс (1.3), (1.4) для регрессии (1.2) с методом 
Ньютона — Гаусса. В методе Ньютона — Гаусса вектор поправки имеет вид 

Ox41 — On = (Fa Fu) Fe (v -£Ox)); (1.6) 
roe F, = of(6;)/00. B cnyyae Mopenu (1.2) имеем 

Fy, =([X-p,Z, u— Zax), 

F'F, = pees (X — p, Z)"(u — Zax) ae 
(u — Zax)" (X — p,Z) Им — Са ||? 

В процессе (1.3), (1.4) блок (Х- р,2) (и — ак) и ему симметричный как 
бы игнорируются. Тогда обратная матрица есть 

р -| [(X - 2)" (Х- рк2)]* 0 
“о Ни 2 |? ] 

и при подстановке в (1.6) она приводит к процессу (1.3), (1.4). 
Таким образом, для полилинейной модели (1.2) можно предложить 

три метода минимизации. Первый — специальный — описывается уравнения- 
ми (1.3) и (1.4), по построению он удовлетворяет условию монотонности 

(15) и сходится. Второй основан на общем методе Ньютона — Гаусса. Те- 
перь уже для получения сходимости необходимо выбирать длину шага. 
Наконец, для минимизации суммы квадратов можно применять метод 
Ньютона. Для этого необходимо, чтобы матрица д? 0/9 9? была положитель- 
но определена. Соответствующие критерии были предложены в $ 3, гл. 3. 

Теперь перейдем к изложению одного общего приема построения спе- 
циальных алгоритмов минимизации, учитывающих специфику минимизи- 

  0 @к+:)< Ох), #0. (1.5) 

(Fy Fy)! 
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руемой функции. Учет этой специфики здесь проявляется в построении 
оценок сверху для гессиана функции. Соответствующий метод называем 

методом мажорирующего параболоида. 
Итак, пусть Е(х) — минимизируемая функция, хе К”, хх — К-е прибли- 

жение. Рассмотрим следующую квадратичную форму: 

1 
Р(е; хк)= 7 & — Xx)" Ag (x — Xx) + (% — XK) bg + F(XK), (1.7) 

где Ах — положительно определенная матрица т Х т, Бк Е К”. Допустим, 
параболоид Р, задаваемый квадратичной формой (1.7), мажорирует Р(х) 
на всем пространстве, т.е. 

ЕС) <Р(х; хк), x ER™. (1.8) 

Метод мажорирующего параболоида основан на следующем простом за- 
мечании: если хк+.! уменьшает значение Р, то оно уменьшает и значение 
функции. А именно, если Р(хк +1; хх) <Р(хк; хк), то в силу (1.8) 

Е@к +1) <РОк+1; Хк) <Р(хк; хк) =Р(хк). 

Если в (1.7) В; =9Р(хк) [9дх, то параболоид называем соприкасающимся, в 
этом случае ОР(хк; хк)/дх = ЭР(хк)/9х. 

Построение мажорирующего параболоида тесно связано с задачей оценки 
сверху гессиана минимизируемой функции Р(х). Так, предположим, что 
имеет место оценка 

oF 

ox? 

где 4 — положительно определенная матрица` (знак неравенства означает, 
что разность между правой и левой частью есть неотрицательно определен- 
ная матрица). На основании этой оценки мажорирующий соприкасающий- 

ся параболоид запишется так: 

  <A, x€ER"™, (1.9) 

] 
Р(х; хк) = @ — хк Г А(х — хк) — (х- хь, 4х) +Е(хк), 

где 4х = —9Е(хк) [дх. Неравенство (1.8) следует из оценки (1.9) и разло- 
жения Р(х) в точке х =хх в ряд Тейлора до квадратичных членов. Тогда 
можно утверждать, что итерационный процесс 

Xk+1 “Xk +A-'q,, kK=0,1,..., 

является строго релаксационным, т.е. 

Ftp 41) <x); , 79, (1.10) 

и по теореме 1.2, гл. 60 OH сходится. 
За редким исключением может быть найдена оценка сверху (1 9) (вер- 

ная для всех х Е Е”). Вместо (1.9) будем искать оценку сверху на мно- 
жестве уровня: 

0° F 
<Ах, xES,={x: F(x) <F(x,)}. (1.11) 
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Если Р(хк) < Ее, Ре — нижняя грань функции на бесконечности (см. $ 1, 
гл. 1), то множество 5х компактно, значит, в условиях непрерывности гес- 
сиана его оценка сверху на 5х теоретически всегда существует. Построим 
соответствующий соприкасающийся параболоид 

1 
Ре; хк) = 5 & — хк) Ак (х — хк) — (ак, х — хк) +Е(хк). (1.12) 

Будет ли он мажорировать Р(х) на множестве 5х (в этом случае парабо- 
лоид называем частично мажорирующим)? В частности, если Р(хк+1; Хк) < 
< Р(к; хк) = Е(хьк), то в условиях (1.11) будет ли иметь место нера- 
венство 

Ек+1) «Раки; хк) «Е? (1.13) 
Как будет показано ниже, ответ — положительный. Отсюда следует, что 
вместо равномерной оценки (1.9) можно перейти к оценке на множестве 
уровня (1.11). Рассмотрим сначала одномерный случай. 

Лемма 1.1. Пусть D(A) — дифференцируемая функция действительного 

переменного — °® <) <<. Пусть для квадратичной функции 

1 
PA)= >A (A — Ao)? + B(Ao) (A — Ao) + BA), 

2de A’>0, Ao ER!, umeer MecTo HepagencTeo 

BA)<PA), AESo =LAER!: BA) <S(%)}. (1.14) 
Tozda, ecau P(A,)S P(X), TO PA,) < P(Ao). 
Доказательство. Понятно, что если Л, Е 5о, утверждение леммы 

следует из (1.14). Допустим, A, Е до. Для определенности будем считать 
Ф'(Ло) > 0 (случай Ф (Ло) = 0 очевиден). Тогда Р(л.) <Р(\о) = (Ao) 
тогда и только тогда, когда 

Л т <, < 

Пусть Х — наибольший корень уравнения Ф(^) = Фо) на интервале 

[- <; №); если ФО) < Ф(\о) для всех Х < №, то полагаем Х = — ®. 

Докажем, что Х < Ay. Действительно, допустим противное. Тогда P(X) < 

< ®(Ao), HO H3 ycHOBMA леммы P(A) > ФО) =ФОо), поскольку ЛЕ So. 
Это противоречие и доказывает лемму. 

Возвратимся к вопросу построения частично мажорирующего парабо- 
лоида. Пусть имеет место оценка (1.11); построим соответствующий со- 
прикасающийся параболоид (1.12). Пусть Р(хк+1; хк) < Рек; хк) = 
=ЕР(хк). Рассмотрим соответствующие одномерные функции 

ФО) =Е(( — Л)хк +Ахк+1), 

РО) =Р(@ — Х)хк +Лхк+1; хк), M~PKAKE, 

В обозначениях леммы 1.1 Ло =0, А’ = (хк+1 — хк) "Ак (хк+1 — хк), Ф' = 
= (4х, Хк+1 — Хк), Л, = 1. На основании этой леммы утверждаем, что если 

242



Хк+1 понижает значение квадратичной формы, то хх+1 понижает и значение 

функции, т.е. неравенство, (1.13) выполнено. Очевидно, в рамках (1.11), 
(1.12), (1.13) в качестве "оптимального” значения хх +! необходимо брать 

Хк+1 2Хк + Ах! Tk» k=0,1,... (1.15) 

Поскольку этот процесс удовлетворяет условию монотонности падения 
(1.10), то при условии непрерывности оценки сверху (1.11), т.е. непрерыв- 
ной зависимости А(хх) =Ак отхь, по теореме 1.2, гл. 6 он будет сходиться. 

На основании оценки (1.11) можно автоматически выбирать длину шага 
в некотором итерационном процессе для обеспечения (1.10). Действитель- 
но, пусть некоторый итерационный процесс имеет вид 

хк+1 2 Хк +ЛкРь, Py = Gi Ix; 

roe Gy, — положительно определенная матрица. Задача состоит в том, чтобы 
на основании оценки (1.11) выбрать Ах > 0 так, чтобы стало выполненным 
условие монотонности (1.10). Нетрудно показать, это для этого Ах необхо- 
димо взять из интервала 

  

  

q,.Gi'q О< № <2— * (1.16) 
Чк бк Ax Gi I, 

В этом смысле ”’оптимальным” значением параметра Л» будет 

т -1 

Ак = ЧЕ ak _(1.17) 
q,,G% АкСь 4х 

На основании этого легко показать, что итерационный процесс с Ах = 1, т.е. 

Xk+1 =x~+Gi dy, (1.18) 

будет удовлетворять условию (1.10), если 

Ак<2Ск, К=0,1,... (1.19) 

(разность между правой и левой частью есть положительно определенная 

матрица). 

В качестве иллюстрации построим с помощью метода мажорирующего параболоида 
специальный метод минимизации суммы квадратов невязок в параболической регрес- 
сии (см. также $ 1, гл.Зи $1, гл. 5) с суммой квадратов 

О (=) = 2) (У; - a? xs — az;)?. 

Главное — оценить сверху вторую производную d?Q/da? B TepMHHaXx значений О. 
В $ 1, гл. 3 была получена оценка снизу для 42О/4«?. Найдем теперь оценку сверху. 
По неравенству Коши — Буняковского 

1 d?Q 

2 da? 

=> (21 + 4 У) -— 6 2 X je; <> (z? + 4x iy) + 6/0 I x il, 

roe ey = yy - a*x; — a2;, Q = Lez. Таким образом, для параболической регрессии 

14:0. 

‘2 da? 

Поэтому можно утверждать, что итерационный процесс 

% (у: -ах; - ак2р 2акх1 +2) 

Nz? +'4(x, y) + 6/0; Ix I 
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  = ((2ax;+ 2)? — 2(¥4- a 2x; — aZj)x;] = 

< % (21 + 4х; у) + 6\/Ок 1х |, О (<) < Ок. 

k=0,1,...,   K+] FAK +



me Ox = Q(a,), сходится к стационарной точке О(), причем О (ах +1) < 9 (ах), 

если 40 (ах) [< = 0 при любом выборе а, Е В!. Экспериментальные расчеты показали 
высокую скорость сходимости этого процесса. 

В $ 2 и 3 будут рассмотрены другие примеры применения метода мажорирующего 
параболоида. 

Перейдем теперь к описанию другого общего метода построения спе- 
циальных методов минимизации, который назовем методом расщепления. 

Разумеется, мы не претендуем на общность решаемых задач. Этот метод, 
как и предыдущий, нужно рассматривать лишь как полуинтуитивное 
наставление. 

Итак, пусть Е(х) — минимизируемая функция на А”. Будем решать 
систему нелинейных уравнений 

q(x)=0, xER™, (1.20) 

где 4 — антиградиент Р(х). Функцией расщепления для (1.20) называем 
непрерывную вектор-функцию 2т аргументов А(и; и), и, Е В", та- 
кую, что 

R(x; x)=q(x). (1.21) 

Функция расщепления должна обладать еще тем неформальным свойством, 
что при фиксированном и система уравнений 

R(u; v)=0 (1.22) 

относительно и Е К” должна решаться относительно просто (например, 
представлять собой систему линейных уравнений с невырожденной матри- 

цей). Пусть и = /(%) — решение системы (1.22). Итерационный процесс 
решения (1.20) тогда будет выглядеть следующим образом. Пусть хо — 
начальное приближение, А — функция расщепления со свойством (1.21). 
Решаем систему К(х; хо) = 0 и полагаем х! = И(хо). Затем то же самое 
проделываем с приближением х! , получаем х. = И(х!) и т.д. Главное, что- 
бы получаемая таким образом последовательность сходилась. Как только 
это имеет место, т.е. хх >х., то в силу (1.21) можно утверждать, что х,— 
стационарная точка Р(х), т.е. а(х.) = 0. Действительно, по определению 
К(к+1; хк) = 0. Поэтому, переходя к пределу при К -> ©, получаем 

В(х.; х.)=а(х.) =0. 
В общих чертах в методе расщепления можно выделить два момента: 

выделение в системе нелинейных уравнёний (1.20) линейной части и дока- 
зательство сходимости. 

Метод расщепления проиллюстрируем на примере задачи минимизации 

суммы р-х степеней модулей невязок линейной модели (р фиксировано): 
п 

O,(a)= 2 ly,—(@,x,)1? > min, 1<p<2, 
i=1 

х1,...,› Хи, & Е Е”. Избегая случаев вырождения, будем считать, что систе- 
ма векторов {х; } имеет ранг, равный т. Заметим прежде всего следующее. 
Во-первых, нетрудно показать, что нижняя грань функции Ор(&) на беско- 

нечности равна ©. Во-вторых, О›(а“) — выпуклая, а при р > 1 — строго 

выпуклая функция (в частности, при р > 1 уОр(а) существует единствен- 

ная стационарная точка, совпадающая с точкой минимума функции). 
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В-третьих, при р>1 минимизируемая функция непрерывно дифферен- 
цируема. 

Будем искать стационарные точки функции (из соображений коррект- 
ности будем считать р>1, хотя аналогичные утверждения верны и для 
случая р=1): 

00, p-1 : — да = у, (ах) |Р7 яву, — (@,х))х+= 0. (1.23) 

Будем пока считать, что y, # (a, x;). Тогда {й член этой суммы можно 
представить как 

ху — ху, — (©) |Р-2. 
Поэтому в качестве функции расщепления для (1.23) разумно взять 

R(u; v) = Ххку- их) х,|Р- 2. 

  

Тогда решением системы ДА (и, и) =0 относительно и при фиксированном 
и будет 

и= (ИХ) 1 ХИ (у, (1.24) 

где И (о) — диагональная матрица, И; (и) =|у,— их, |Р-?, Х — матрица, 

[я строка которой есть х;, {=1,...,м, у, (и, х)). На основе (1.24) ите- 
ративный процесс для решения системы (1.23) запишется следующим об- 
разом: 

ан! = (ТИ) ХХ (ау, k=0,1,... (1.25) 

Описанный метод решения задачи минимизации Ор (©) хорошо извес- 
тен. В [60] он называется ”итеративным методом наименыпих квадра- 
тов”, в [35] — ”методом вариационно-взвешенных квадратических- при- 
ближений”. Покажем, что процесс (1.25) понижает значение минимизи- 
руемой функции на каждой итерации. Следуя [35] и применяя нера- 
венство Гёльдера, получаем 

. p 2-p 

Гу; — (бк +1, Хх: | 2 < 

(2—-р)/2 | у; — (акхр | < 
ly, — x, x) | 

Р 

  

Ор (Qx41) = x 

2 2-р 

Ту, - (ах )[Р] ? 
  

  

<] ТУ; -— (@к+1,Х1) |? 

ly; — (Gx, x1) |?-? 

Решение (1.25) по условию означает, что 

    

, | у, — (а, х;) |? ly, — (anes, X1)1? 
min 2 = > , 

a [у - (к, х)Г-Р l¥,— (ax, x) I~? 
т.е. 

|у, — (@к+1, хр ly; — (ax, x7) I? 
    =2Z\|y,— (ax, x;)1?. 

ly, — (ex, x1) 17-? ly, — (ax; x1) 17? 7: (мк, х:) 
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Поэтому предыдущее неравенство можно переписать в виде 

P 2-p 

Ор (“к+1)< 0; (a;,)Q, 2 (ик) = Ор (ax), 

причем знак неравенства будет строгим, если 90} (ак )/ да = 0. 
Строго говоря, итеративный процесс (1.25) некорректен, поскольку 

он определен лишь на тех итерациях, при которых у; = (ак, х;), 1=1,...п. 

`Исследуем эту ситуацию более подробно. Начнем с простейшего случая 
р=1, т=1, х;=1, 1=1,...,п. Тогда 

0: (&) = Z| y, —a| > min. (1.26) 
a 

Ответ этой задачи хорошо известен: значением, минимизирующим О, (а), 
будет медиана у— то значение @, для которого число у, меньших это- 
го значения, равно числу у,, больших этого значения (при четном п ре- 
шением (1.26) является целый интервал). Очевидно, процесс (1.25) для 
этой задачи приобретает вид 

  

  

Ху, | у ак |! 
a = 1.27 а (1.27) 

Обозначим 

Ху, у, —а |"! 
К ca <em, (1.28) 

Zly,;-a@| 
Тогда итерации (1.27) представляют собой не что иное, как итерации в 
методе последовательных приближений, опирающемся на принцип непод- 
вижной точки отображения ф(а) (см. ниже). Сложность состоит в том, 
что (1.28) не определено при а=у,. Однако отображение ф(и) — можно 
легко доопределить до непрерывного, положив ф(у,) = у,, поскольку лег- 
ко проверить, что (а) >у, при а>у,. 

Характерный вид функции ф(&) показан на рис. 23. Очевидно, ф(а)-> 

>у=Ху,/п при |а | > ®°. Решение задачи (1.26) на основе итераций (1.27) 
иллюстрируется рис. 23; ответом является «= уз. Понятно, что уравне- 
ние р(®)=а имеет для функции (1.28) п корней, пр-—1 корней — лиш- 
ние с точки .зрения минимизации (1.26). И хотя вероятность получения 
равенства ах =у, в процессе итераций (1.27) равна нулю, эту возможность 
необходимо учесть хотя бы теоретически (см. также [18]). 

Те же соображения имеют место для общего случая (1.25). Если ”до- 
определить процесс (1.25) до непрерывности”, в некоторых случаях он 
может сойтись не к локальному минимуму, а к особым точкам (на 
рис. 23 это точки а«=у1, уз, уд, У5). Практически вычисления по (1.25) 
могут привести к переполнению разрядной сетки ЭВМ. 

Итерации (1.25) могут быть модифицированы несколькими способами. 
Ниже будут описаны два способа, третий приводится в работе [18]. 

Выберем произвольные бх $ 0, например, можно положить бх =6/Х, где 
5 > 0 достаточно мало. В первом способе определим поправочные веса в 
пропессе (1.25) в виде: 

Ин (ск) = т {| у, — (ex, xj) 1?-?, 62-7 }. 
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% у 
>< 

4 Hy) = 

|| | || 
| || 
1 [$ > 

0 a, a, a, a, a 

4   
Рис. 23. Итерации (1.27), n= 5 

Второй вариант модификации опирается на следующее замечание. Если 
(кл, Х!) 3 У; для всех ф =1,..., Пи (@к,х;,) = у; для некоторых j, TO 

для всех 0 < <^Ло имеем ( (1 — Л)ах + Лак 1,х1) 3 у, для всех { = 1,...,n, 

причем, если Ор(ак) < Ор(@к—1), то Ор((1-—Х)ак + Лак 1) < Ор(ак 1). 
Геометрически первое утверждение следует из того факта, что если ие Ё, 

[, — линейное многообразие в А” размерности К < п, и) Е Г, то для всех 
0 < <! полуинтервал Лиз + (1 —Л)и, & Г. Монотонность падения О ›(&) 
на полуинтервале следует из строгой выпуклости функции. Поэтому, за- 

давшись Ах +0, Лк < 1, процесс минимизации Ор(а) можно строить сле- 
дующим образом. Пусть (ак_1,х1) 7 У; для всех =1,..., п, ах построено 
по правилу (1.25). Если (ак, х,) = у, для некоторых /, берем a! = =Лкайк_1 + 
+ (1 — Ак)ак и процесс продолжаем. При этом 0 (ax) < Ор(ак-1) при 
а(ак_1) > 0. На основе этого неравенства и очевидного обобщения теоре- 
мы 1.2 из гл. 6 можно показать сходимость {ах} к точке глобального ми- 
нимума Ор (<). 

Метод расщепления и метод мажорирующего параболоида могут быть 
взаимоувязаны. Расщеплением можно определить квадратичную форму, 
а затем показать, что соответствующий соприкасающийся параболоид яв- 
ляется мажорирующим. Таким образом, мажорирующий параболоид 
можно строить не на основе оценки сверху матрицы вторых производных, 
а из других соображений. Такой прием будет проиллюстрирован в следую- 
щем параграфе. 

В методе расщепления нетрудно увидеть идею неподвижной точки. 
В действительности, если хх >х., то х, — неподвижная точка операто- 
ра /(х). Это замечание может служить отправной точкой построения функ- 
ции расщепления. В идеальном случае У — сжимающее отображение, т.е. 

ПИ(м) — Уф И<р|и-и1, 
где 0 <р< 1 -— показатель сжатия. Из теоремы о сжимающем отображении 
тогда будет следовать, что итерации хх+.1 = И(хк) сходятся к решению 
(1.20) при любом выборе хо Е К”, причем (1.20) имеет единственное 
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решение. В практических задачах мало надежды на то, что можно произ- 
вести расщепление, которое приведет к сжимающему отображению. Этого 
в лучшем случае можно добиться в одностационарных задачах минимиза- 
ции. Более реальными являются ситуации с несколькими неподвижными 
точками. Тогда оператор У не будет оператором сжатия на всем прост- 
ранстве. 

Можно, однако, найти простые условия, при которых последователь- 
ность { хх}, вырабатываемая методом последовательных приближёний 

Хк+1 = Г(хь), не ”уходит в бесконечность”. В связи с этим дадим сле- 

дующее 
Определение. Непрерывное отображение Г: К” - Е” называем 

сжимающим на бесконечности, если существует такое 0 <р<1иК > 0, 
что при |и|]>^А, 1%9|>К 

| Vu) — Vo) <p Iu —v jf. 
Теорема 1.1. Если У — непрерывное отображение, сжимающее на беско- 

нечности, ТО последовательность {хк}, вырабатываемая по правилу хк+1 = 

= У(х»), К =0, 1,..., является ограниченной и отображение У имеет по 
крайней мере одну неподвижную точку. 
Доказательство. В силу компактности шара ||х |] <К инепре- 

рывности отображения Г существует М> 0 такое, что 

ИИ(х) |<М, Ix ISR. 

Не теряя общности можно считать || хо || <К. Допустим, || хх || < К, тогда 

Ихкча — хк |< [ха |+ xe WAM Vee) Wt ee SMR. 

Пусть х„ — любой элемент последовательности хо, х1,...,К — наиболь- 

ший индекс, 0 < & < п, для которого ||ххк || < К. Тогда |х; | >В, i = 
=К+1,...,Пи 

И хи || < [хр — Хи-1 + | Хит — Хи-2 |+... +1 Хх |< 
— — К— 

<p —* ха — хк Ир” | хкча-хк |+... +А < 
1 К + 

< ——— Илия — хх |+ <———+К, 
l-—p l—p 

что и доказывает ограниченность последовательности {хх }. 
Существование по крайней мере одной неподвижной точки — следствие 

теоремы Брауэра (см., например, [22]). Здесь выпуклым компактным 
В+ 

множеством служит шар ||х || <К + T° теорема доказана. 

Естественно, условий теоремы недостаточно для сходимости последова- 
тельности { хх}. 

Применение теоремы 1.1 проиллюстрируем на примере параболической регрес- 
сии. Ранее на основе метода мажорирующего параболоида для нее был предложен 
сходящийся алгоритм минимизации суммы квадратов. Построим теперь алгоритм, 
основанный на методе расщепления. Для параболической регрессии система (1.20) 
имеет вид 

1 dQ 
— 5 Ча =ZO;- a? x; — a2Z;) (2ax; + 2;)= 0. 
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Это уравнение — кубическое относительно а. Выделим в множителе у} — а*х] - а21 
величину 2х; + 21: 

я-а? х] - “21 = у] + а?х} — а (2ах} + 2]). 

Таким образом, за функцию расщепления берем 

К (и; и) = $ [(71+02х) - и (25х;+2)] Ох; +2)). 

Итерационный процесс поэтому будет выглядеть следующим образом: 

E (yj + aj, xj) (2акх; +21) (1.29)   a = 

k+1 
> (2акх; +2)? 

В данном случае отображение 

ZO; + а?х;) (Zax; + Z;) 
  V (a) = 

у (Zax; + z;)? 

характерно тем, что Г (а) -1/2а при |«| -> ®. Очевидно, отображение является сжи- 
мающим на бесконечности. Непрерывность Г следует из того, что если векторы х 
и 2 не коллинеарны, что мы и предполагаем, то Х (2ах; +2;)? + 0. Таким образом, 

на основании теоремы 1.1 можно утверждать, что последовательность, вырабатывае- 

мая по правилу (1.29), ограничена. Экспериментальная проверка показала доста- 
точно высокую скорость сходимости процесса (1.29). 

К сожалению, как уже отмечалось, в общем случае сжимания на бес- 
конечности недостаточно для сходимости последовательности, получае- 

мой по методу последовательных приближений. Сходимость будет обеспе- 
чена, например, если отображение И(х), помимо этого свойства, будет мо- 
нотонным по некоторому конусу К (см. $ 2, гл. 1). Как следует из этого 
параграфа, если х! и хо сравнимы по этому конусу К (т.е. х! — % Е К или 
хо — х! Е К), /И-— монотонное отображение, сжимающее на бесконечности, 
то последовательность {хи} сходится. 

Наконец, рассмотрим еще один общий прием построения специальных 
алгоритмов минимизации — метод подстановки. Часто первые и вторые 
производные минимизируемой функции можно полностью или частично 
выразить в терминах самой функции. Поэтому, подставляя вместо отдель- 
ных членов dF /ax u 0*F/dx* 3Hayenna F(x), reccnan д?Р/9х? иногда мож- 
но ’сделать”’ положительно определенным. Тогда, если Р — положитель- 
но определенная матрица, аппроксимирующая гессиан, то специальный 
алгоритм минимизации функции Р’(х) будет выглядеть как 

Хк+1 ЕХк + Лк РЕак, 

где ак = —-9Е (хх) [9х, Лк > 0. Покажем применение этого приема на при- 
мере суммы квадратов, Здесь 

в 920 _[(afi\( af, 9° 7 
2 да? -2(; ale и) [Л м] 

Если значение суммы квадратов мало, т.е. у; =]; (“) ‚ то 
2 

ive <= (5) (3%) =F'F (1.30) 
2 да? 

— неотрицательно определенная матрица, Р = д//д“. Как известно, идея 
аппроксимации (1.30) не нова и составляет содержание метода Ньюто- 
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на—Гаусса, описанного в предыдущей главе. Как уже отмечалось, на прак- 
тике величины ОД//ди иногда можно полностью или частично выразить в 
терминах /; (и), которые в свою очередь заменяем нау;.Новая матрица Р 
аппроксимирует матрицу ЕЁ и содержит величины у;. Основное отличие 

Рот РТР в том, что, во-первых, матрица Р, как правило, будет лучше обус- 
ловлена, и во-вторых, расчет Ри Р`! требует меньших затрат, чем ЕТР 
и (Е"Р)-! соответственно. Метод подстановки в регрессии иногда приво- 
дит к упрощению итераций в методе Ньютона-—Гаусса и ускорению процес- 
са счета. Этот метод будет проиллюстрирован в $ 3. 

Следуя рекомендациям этого параграфа, нетрудно построить метод 
минимизации суммы р-х степеней отклонений в нелинейной модели ре- 
грессии 

Op (a)= E Iyi-filal?, p>. (1.31) 
Действительно, как и в линейном случае, имеет место следующее пред- 
ставление (приа: у; *Л (м), =1,...,п, еслир < 2): 

д To oe Ely — fi(@) |? —* sign (; - Filey) - 

Ofi 
=2 01 —fi@)) 5a *" ©) 

где м’; (®) = |у; — Х(а)|Р-?. Поэтому в качестве метода минимизации 
функции (1.31) можно предложить следующий итеративный метод, обоб- 
щающий метод Ньютона-—Гаусса: 

ак+1 =ак + Ак (Ех ИкЕк) "Ек Ик -Л№), К=0,1, 

где Их — диагональная матрица п Хпс-м диагональным элементом, рав- 
ным | у; — Л (ак) |Р-?, Лк > 0 определяет длину шага. 

$ 2. Минимизация суммы 
неквадратических невязок линейной модели 

Задача сводится к следующему. Пусть у1, у2,..., Уи Е В! -. наблюдения; 

х1, Х2,..., Хи Е В"; Х -— матрица п Хт, вектор-строки которой суть 
x;*, rank X = т, W(e) — некая дважды дифференцируемая функция не- 
вязкие Е К`. Необходимо решить задачу 

H (a) = 2 У (у: -— (“,х;)) = тт, аЕЁ”. (2.1) 

Понятно, что если у(е) — выпуклая функция, то Н(а) — тоже выпуклая 

функция. Однако если у(е) квазивыпукла, то Н(“), вообще говоря, 
не будет квазивыпуклой и, в частности, может быть многоэкстремальной. 
Сначала мы не будем вдаваться в проблемы многоэкстремальности А (&), 
и предлагаемые ниже специальные алгоритмы минимизации этой функции 
будут сходиться к локальному минимуму. В конце параграфа будут пред- 
ложены критерии одноэкстремальности Н (&). 

250



В принципе задача (2.1) может и не иметь решения, т.е. нижняя грань 
Н(“) на Е" может не достигаться, однако при разумных ограничениях 
на функцию невязки решение (2.1) всегда существует. А именно, если 
/(е) строго убывает при е < 0 и строго возрастает при е > 0 (не теряя 
общности можно считать у (0) = 0), то решение задачи (2.1) существует, 
т.е. нижняя грань Н (<) на К” достигается. Не будем приводить здесь под- 
робного доказательства, ограничимся лишь его схемой. 

Можно показать, что для минимизируемой функции А (<) главной асим- 
птотической кривой (см. $ 1, гл. 1) будет луч ао + AV, при этом 
Н( + Ли) > НЕ, Х- <, где Не — нижняя грань Н (&) на бесконечности. 
Важно, что эта сходимость имеет место снизу, т.е. существует Ло: 
Н (оо + Хр) < НЕ. А это по теореме 1.1 из гл. | и означает достижимость 
нижней грани Н (а) на К”. , 

Перейдем к построению специальных методов минимизации суммы 
неквадратических невязок (2.1). Найдем градиент и гессиан минимизируе- 
мой функции: 

Н s 

=—2v (0; —(@,x;i)) xi, 
0a 

0*H " т 
эр = LW (Vi — (a, x5) xix; 

Для применения метода мажорирующего параболоида (см. $ 1) оценим 
гессиан сверху. Применяя неравенство (2.29) из гл. 3, получим 

(2.2) 

92Н , 
—> < [2 0")? 174, (2.3) да 

где 

е;=у; — (ах), А=(ХТМХ)М?, М=аав(ХХ*). (2.4) 

В силу условия полного ранга Х матрица А положительно определена. 
Осталось оценить сверху множитель в (2.3) в терминах Н (а). Для этого, 
очевидно, необходимо сделать определенное предположение о второй про- 
изводной функции невязки у. Мы предположим, что 

(/”(е))? < Т(4 (е)), еЕВ', (2.5) 
где Г — неубывающая, неотрицательная вогнутая функция. Тогда по опре- 
делению (2.5) и в силу вогнутости функции Т по неравенству Иенсена 

2 (4 (е;))* < ХТ((е))= 

и rev(ey<nt(— z vie) =nt(~ H(@)). 
n n n 

Таким образом, окончательно можно утверждать, что для задачи (2.1) 
в предположении (2.5) имеет место следующая оценка сверху для гессиа- 
на минимизируемой функции: 

92Н 1 
а <\/п ги (нед. (2.6) 

n . a 
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где А задается выражением (2.4). Метод мажорирующего параболоида на 
основе этой оценки приводит к следующему итеративному алгоритму: 

1 Н (а 
@к+1 =ак + —- (ее тт, (2.7) 

Jn n 

re S(a,) — вектор пХ1, 5; (ак) = p'(y; — af x;),i =1,...,”. Итерации 
обладают свойством: 

ОН (ак) 4 
H(oK+1)<H (ax), 0 

и при условии, что Н (&) имеет конечное число стационарных точек, по тео- 
реме 1.2 из гл. 6 сходятся (остальные условия теоремы, как легко прове- 
рить, выполняются). 

Рассмотрим теперь частный случай у, когда у (е) = |е|Р; значение a, 
являющееся решением задачи (2.1), в этом случае называют Ёр-оценкой 
(см. [15, 50, 60]). Условие существования производной второго поряд- 
ка у у ведет к неравенству р > 2. Этот случай мы сейчас и рассмотрим. 
Случай 1 <р<2 был разобран в предыдущем параграфе. 

Будем сначала считать, что 2 <р < 4. Тогда при непосредственном ис- 
пользовании полученной выше оценки сверху для гессиана функции Н 
будем иметь 

2(р-2) 

Т(Н)=р"фФ-1)Н ? 

Это возрастающая неотрицательная вогнутая функция (2 <р<4). Поэто- 
му в этом случае алгоритм минимизации имеет вид: 

p—4 2—p 
1 

One, =A, +n 7P ен Р (а) А ХТ; (ак), (2.8)   

где 5; (их) = sign(y; —at xp) ly; —atx,l?—', i=1,...,0. 
Оценку сверху для матрицы вторых производных 

92Н 

da? 

при р > 2 можно получить непосредственно на основе матричного нера- 
венства Гёльдера (2.26) из гл. 2. Действительно, полагая 0 = (р-2)[р, 
получим 

=p(p— 1) Ze; |?-? x;x? 

р-—2 р 2 

Хе Р-2 жх? < (211?) Р (Ебихт)? )Р. (2.9) 
Нетрудно видеть, что прир>2 

PB 
xt\2 <¥x.xT р-2 

(x; x; ) ХХ; ll x; Il , 
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поэтому за оценку сверху можно взять 

92 HT p-2 2 

30? <p(p-1)H ? (a) (X™RX)?, (2.10) 
a 

где R — quaronanpuan matpuua, R;; = || x; |l?~2,i =1,..., m. Ha ocHose aT0# 
оценки специальный алгоритм минимизации будет выглядеть следующим 
образом: 

2-р 

ик+1 =ах + —_H Р (ак) В-1Х" $ (ак), 
р- 

где s(a,) — вектор пХ1, $; (2%) = |у; — атх; |Р- 1 5121 (у; — атх;), В = 
= ( X™R X) 2/ Р. 

Метод (2. 7) опирается на идею мажорирующего параболоида, который 
в свою очередь строится на основе оценки сверху для матрицы вторых 
производных функции (2.1). В некоторых случаях мажорирующий пара- 
болоид можно построить из двух соображений, в частности, опираясь на 
метод расщепления ($1). Допустим, 4 (0) = уф’ (0) =0, у" (0) > 0, пусть 
их — К-е приближение. Перепишем систему 

Ху: -атх)х,=0 
как 

И’, — а"х; 
2X (yj — a" xj); ба *) =0, 

Vi м 

где под у’ (0) /0 здесь и далее понимаем у” (0). Вводя очевидным образом 
функцию расщепления, приходим к итерациям 

  

  

Oey = (ХТ И (ак) Хх)" ХТ (@к)у, (2.11) 

где 

W, (0) = YO; — xj) > 0, 

Vi Hy Xj 

По определению (2.11) 

Vi aj Xi) у (у: — ах >!) , 
  = У — at,, x;)" yi — a x; (у: К+1 i) у; - от x; 

Поэтому в качестве аппроксимирующего параболоида в задаче (2.1) можно 
ВЗЯТЬ 

1 
P(a; ик) = 5 Х (у: — a7x;)? 

шт > Oi — at x;)? 
а 

у" (у: — ак х)) 

У: — беж 

  

1 } 

+Ху(у;— ах) — > (у: — 0%) VW (Vi — хх!) = 

=2 as 2 @ы). + У(ек:) — = ed ex) (2.12) 
Cki 
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где для краткости обозначено 
= T = т 

а =у-ахь ем = У; — Чл. 

Найдем условия, при которых параболоид (2.12), найденный из идеи 
расщепления, является мажорирующим для функции Н (а). Во-первых, 
нетрудно видеть, что 

OP(a,; ак) _ ЭН(ак) 
Р ; =H , , (ик; ак) (ax) а а 

т.е. параболоид является соприкасающимся. Относительно функции У(е), 

следуя [35] ‚ предположим, что 

v(e)= 9(-е), 
у’(е)/е — невозрастающая функция прие > 0, (2.13) 

Докажем, что в этих условиях параболоид является мажорирующим. 
Для этого воспользуемся следующим элементарным результатом: если 
Те) - функция действительного переменного, причем T(e) = T(-e), 
T(€o) =T (eo) =0, T'(e) > Onpue> eg 20 uT'(e) <0 mpu 0 <e <eq, 
то Т(е) > 0. Докажем теперь, что каждый {-й член суммы параболоида 
(2.12) не меньше 71-го члена суммы минимизируемой функции Н(“. 
Проделаем очевидные переобозначения; тогда достаточно показать, что 
разность {-х членов 

, е ’ 

поте £2) + yieq)- EMO _ yey 
2&0 2 

как функция е удовлетворяет приведенным выше условиям. Равенство 
Т(©) = Т’(©о) = 0 проверяется непосредственным образом (не теряя 
общности можно считать ео > 0). Далее, очевидно, 

го-‹ (7 — 2) . 

бо е 

Поэтому, если е > въ, то Т’(е) > 0 из условия (2.13). Если 0 <е<6%, 
то Т’(е) <0. Таким образом, Т(е) > 0, а значит, параболоид (2.12) являет- 
ся для Н(“а) мажорирующим. На основании теоремы 1.2 из гл. 6 утвер- 
ждаем, что итерации (2.11) сходятся к стационарной точке Н(а) в смысле 
теоремы 1.2, причем 

Н(ок+1) < Нах), a #0. 

Использование неквадратичной функции потерь связано с идеей робаст- 
ности: в статистике — построения более надежных методов оценивания. 
Дело в том, что минимизация квадратичных потерь со статистической 
точки зрения оптимальна в условиях нормального распределения случай- 
ных помех. В том случае, когда помехи загрязнены, в частности, их рас- 
пределение имеет более тяжелые хвосты”, оценки, построенные на основе 
минимума суммы квадратов, оказываются чересчур чувствительными к 
выбросам. На языке функции у(е) для получения робастных оценок в 
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регрессии эта функция при |е| >° должна иметь меньшую скорость рос- 
та, чем квадратичная (т.е. большие отклонения | е| должны входить в ми- 
нимизируемую сумму с меньшим весом, чем е?). Была предложена мас- 
са подобных функций (значения, доставляющие Н(и) минимум, в ста- 

тистике называют М-оценками) [1, 50, 47]. Одна из первых — функ- 
ция Хьюбера [50]; в окрестности е = 0 она квадратична, далее гладко пе- 
реходит в линейную; она задается как (параметр с > 0 известен и фикси- 
рован) 

е?, |[е| < с, 
WH (e) = (2.14) 

Icle|—c?, lel>c. 

Легко видеть, что функция Хьюбера удовлетворяет свойствам (2.13), 
лоэтому итерации (2.11) сходятся. Функция (2.14) выпукла, таковой же 
будет и минимизируемая функция Н(а) . В качестве альтернативы к (2.14) 
можно рассмотреть весовую функцию 

е? 

уе) =——. 
lelte 

Она, как и функция ун(е), выпукла, причем в окрестности е = 0 она экви- 
валентна квадратичной, а на хвостах — линейной. 

У весовых функций с более сильным фильтром засорения имеются го- 
ризонтальные асимптоты. Наиболее распространенные функции такого 
рода — это функция Андрюса 

с(1 — соз(е/с)), lel<ne, 
уд (е) = 

2с, |е| > пс, 

функция Рамсея 

1 
ув (е) = ус [1-CQ +ylelexp(-—vylel], 7>0, 

и функция Мешалкина 

14-22). a> Ум (е) = > — exp 5 , . 

Указанные весовые функции обладают одной характерной особенностью. 
Вблизи е = 0 они эквивалентны квадратичной функции, далее скорость 
роста падает и в пределе равна нулю. В этом классе функций, по-видимому, 
наиболее простой будет функция вида 

2 
е 

Vp (e) ote с ( ) 

  

которая и будет исследована ниже. Все эти функции обладают свойствами 
(2.13), поэтому итерации (2.11) для них сходятся. Основная проблема ис- 
пользования весовых функций с горизонтальными асимптотами — возмож- 
ность многоэкстремальности. Задача, таким образом, состоит в построении 
критериев того, что найденная стационарная точка H(a) является точкой 
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глобального минимума. Эта задача будет решаться на основе идей, разви- 
тых в гл. Зи 4. Тем самым будет показано, как предложенный в этих гла- 
вах подход распространить и на случай функций, не совпадающих с суммой 
квадратов. 

Построим ’’критерий глобальности” для весовой функции ур (е). Пред- 
ставляется, что аналогичным образом можно построить соответствующие 
критерии и для функций У, Ур иум. 

Прежде всего установим неравенства, связывающие значение миними- 
зируемой функции Н(а) с весовой функцией ур (е) с соответствующим 

значением суммы квадратов О(&) = Хе} (&) , где е/ (а) = у, — а"ху. А. имен- 
но, покажем, что для любых е1, ез,...,е„, Е В! имеют место следующие 
неравенства: 

2 2 2.e; < e < Хе; 
Sa 8? SS Le; +e е+с Ler/nt+e 

Левое неравенство доказывается относительно просто. Обозначим ф = Хе}. 
Тогда е! <ф, зНачит 

2 2 е} ф хе; 
>> = = 

2 2 . e; tc. pte pte Хе; +с 

2 

Е 
    p> 

Правое неравенство докажем оптимизационным методом (см. $ 2, гл. 3). 
Для простоты обозначим`е} = и; > 0. Оценим сверху величину Хиу/ (и; + с) 
в терминах Хи,;. Введем соответствующую функцию Лагранжа 

uj 
L(uy,...,Un3 A)= Y—@ -— A(Ly, — ¢). 

i +C 

Тогда 

oL с 

ди (ш+с) 

откуда следует, что и; = соп${ =Г. Но Хи; =гп=ф, откудаг = ф/п, а значит, 
и; = ф/п. Таким образом, экстремальное значение интересующей нас вели- 

чины Хи; /(и; + с) достигается при и;=ф/п и равно 

  —ЛлЛ=0, 1=1,..., п, 

e _ Хи 
  

ф/п + с Хи п+с. 

Осталось показать, что найденный экстремум функции отвечает глобально- 
му максимуму. Это следует из вогнутости Ё по и!,...,Ин, так как 

92 [/ди? = —Зс/(м + с) <0, i=1,...,0'). 

Доказанные неравенства связывают значение минимизируемой функции 
Н(<) с весовой функцией (2.15) с квадратичной: 

20) | < Н(а) < 2) (2.16) 
Q(a) +c Q(a)/n+c 

1) Заметим, что доказанное неравенство можно было бы доказать стандартными 
средствами на основе неравенства Хи; * >п?(Хц;)-1, и; > 0. 
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    4! 42 а 

=2 Рис. 24. Возможная многоэкстремальность Н (=) прип 

Эти неравенства существенно будут использоваться нами при построении 
критериев глобальности Н(&). 

Итак, приступим к построению критериев проверки того, что найденная 
стационарная точка Н(а) с весовой функцией (2.15) является точкой гло- 
бального минимума. Для иллюстрации возможной многоэкстремальности 
Н(о) в условиях наличия у весовой функции у(е) горизонтальных асимп- 
тот рассмотрим самый простой случай п = 2, т = 1, х, = 1. Тогда Н(а) = 
= (у, — а) + (у. —а). Если у! и уз достаточно удалены друг от друга, 
то функция Н(а) может иметь два локальных минимума (рис. 24). 

Построение критериев глобальности начнем с исследования функции 
(2.15) иее производных: 

2ес 2c(c — 3e”) 
7 и 

е)=———-, е) = ————— Ур ( ) (Е? + с} Vp ( ) (e? +c) 

Исследуем функцию ур, (©) : имеем уг (0) =2/с, "(+ Ус/3) =0, уг, (е) >0 

при |е| > <°.Минимум ур (е) достигается в точке +\/с и равен —1/2с. 

Аппроксимируем /г›(е) на интервале [0, °°) снизу линейной функцией. 
Оптимальным решением будет прямая, проходящая через точку (0, 2/с) и 
касающаяся у (е) в другой точке (рис. 25). Найдем точку касания, обозна- 
чим ее е.. Она, очевидно, удовлетворяет уравнению 

21е—" 

— ур (©) = ре ‚ 

которое после очевидных преобразований сводится к кубическому отно- 
сительно и = е? /с: 

из +4и? +21и-6=0. (2.17) 

Можно показать, что это уравнение на (0, + <) имеет единственный корень, 

который обозначим через и? (е! = \/сий, приблизительно и! = 0,2708). 
Угловой коэффициент аппроксимирующей прямой равен 

3 [A 1 —= 
и «(1 _и .) 2 

=р = 3,49 
с3!2(1+и!)* С 
  24 (2.18) 
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—— —UHeUHAA annporcunayus, 

—--— —аппродсимация «квадратный корень» 

Рис. 25. Аппроксимация снизу функции y ple) 

Таким образом, получаем следующую оценку: 

2с(с - 3е?) 2 
(Е) =————— > —-Б|е|. 

Yale) (2? +cR с те 
где О рассчитывается по формуле (2.18). На основе этой оценки снизу 
и формулы (2.2) может быть построена оценка снизу для гессиана функ- 

ции (2.1): 

9?Н 

da? 

Воспользуемся теперь неравенством (2.29), гл.3; получим 

Х|е;| жж: < (Хе?) А, 
где А — матрица т Х т, рассчитываемая по формуле (2.4), е; =у, —а"х;. 

Таким образом, окончательно приходим к следующей оценке: 

  

2 т 2 T 
>X(——Dle;|)xjx, = —X*X -— DL e; |x; %x;. 

с с 

  

aH _ 2 iP 
SST XTX-D- OP @)A. (2.19) 

0a с 

Отсюда можно утверждать, что на множестве 

$: =аЕ А”: У(у, - а"х;)} <ти}, (2.20) 

где 

т: = or drain (X7XA7!) © 0,328 002 in (X™XA"'), (2.21) 
С 

гессиан минимизируемой функции положительно определен. Но множество 
(2.20) выпукло, а именно, есть эллипсоид в К”, поэтому на 5, функция 
Н(“) одноэкстремальна. Для окончательной формулировки критерия 
глобальности обратимся к ранее доказанному неравенству (2.16); здесь 
нам потребуется левое неравенство (2.16). 
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Рассуждаем следующим образом. Пусть «, — найденная стационарная 
точка функции Н(&), допустим, и. Е $1. В силу доказанной строгой вы- 

пуклости Н(а) на $, имеем Н(а.) < Н(®, аЕ $,, аза.. Допустим 
ие, , тогда по определению О(“) > ти, и значит, по (2.16) 

Н(@) >—— 
Ti + с. 

Отсюда следует 
Теорема 2.1 (критерий глобальности Г). Пусть «. — стационарная точка 

UEP ENOL ene (2.1) с весовой функцией (2.15). Тогда, если 

  H(a,)< 
т +С° 

где т, задается формулой (2.21), то &„ — точка единственного глобального 
минимума. 
Замечание. Очевидно, польза от этого критерия будет тогда, когда 

множество $; непусто. А это в свою очередь будет верно, если От; п < ту, 
где От:п — МИНИМальное значение суммы квадратов (сумма квадратов, 
отвечающая оценке МНК). Таким образом, для работоспособности крите- 
рия необходимо, чтобы засорение было не очень велико. 

Как следует из доказанного в начале параграфа неравенства, ХТХА?! < 

<4J/n Г, поэтому оценкой сверху для т! будет 4и(Ос)-? 
Аналогичным образом можно строить другие критерии глобальности 

суммы невязок с весовой функцией (2.15). Например, можно оценить 

ур (е) снизу функцией 2/с -В|е |1/2 (квадратный корень”) , здесь А > 0 

выбирается из условия 2/с — Е |е|1/? < ур (Е) (см. рис. 25). Оптимальный 

выбор К -— тот, когда функции касаются. В такой аппроксимации контроль- 
ным значением будет сумма модулей невязок О, (<) = Х|е;|. 

Для построения соответствующего критерия нам потребуется неравенст- 
во, аналогичное (2.16): 

  

по? (© 
_21®_ < На) < —"е 1 _ —. (2.22) 
с+ 01 (а) О1 (<) + сп 

Оно следует из неравенства 
2 2 2 

_® < у Я <P 
c+y ertc = + en? 

где ф = Хе; |. Последнее неравенство доказывается аналогично (2.16). 
Найдем теперь оптимальное значение К. Как было указано, его можно 

найти из условия 

в — Ve= v5 (e), Е 

что сводится к кубическому уравнению 

u> +4u? + 33u — 18=0, 

где, как и раньше, обозначено и = е? /с. Пусть и? — решение этого уравнения 

  = ур (е), е>0, 
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(с точностью до трех знаков и? = 0,510) . Значение К находим как 
2 

3/2 _| Sctes 

с 2\2 (c +e.) 

гдее, = \/и?с. Далее рассуждаем, как прежде: строим оценку снизу для 
гессиана 

92Н 

до? 

= 2.917е 3/2, 

  

2 
> ;(= —R V |e; 1) xix) = 

С 

2 2 
= —Х"Х-_-ВУ|е; [Vex xp >—XTX_ROVP A. 

с с 

Поэтому можно утверждать, что на множестве 

где 

Та ^2 п(ХТХА-!) = 0,47с 2 и(ХТХА-!), (2.23) 
(Вс)? 

гессиан минимизируемой функции положительно определен. Но функция 
О, (<) выпукла, поэтому выпукло любое множество уровня { О, (а) <О.}. 
С учетом неравенства (2.2) окончательно критерий глобальности может 
быть сформулирован следующим образом. 

Теорема 2.2 (критерий глобальности П). Пусть «, — стационарная точка 
минимизируемой функции (2.1) с весовой функцией (2.15). Тогда, если 

т? 
Н(а.) < ——, 

С+ТЬ 

где т. задается формулой (2.23), то и. — точка единственного глобального 
минимума. 

Существует другой путь построения критериев глобальности для суммы 
неквадратических невязок. Найдем область выпуклости функции Н(а) в 
виде множества уровня. Для этого необходимо оценить снизу гессиан Н(а) 
в терминах значений самой функции. Оценим ур (е) снизу функцией 

2 T\e| 
= > 

c ve? +c 

где Т > 0 выберем оптимальным образом, т.е. так, чтобы ‘аппроксимирую- 
щая функция прошла не выше у р›(е) , в то же время касаясь ее. Нетрудно 
показать, что точкой касания будет е, ‚ которая определяется из квадратно- 
го уравнёния 

и? +15и—6=0, u=e?/c. 

Отсюда 

\249 — 15 
6 =с— = 0.039с, 

2 

c —e? 
2 T= — Wp (€,) = 24€,¢ (+ ~ —3/2 4 © 3,9¢ [2 

с) 
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Таким образом, можно утверждать, что на множестве уровня 

Ss ={а ЕЮ”: H(a) <Нс}, 

где 

Ньс= or 2 in(X7 XA~") © 0,263¢Xpin(X™XA~'), 

гессиан Н(а) положительно определен. Тогда на основе оценки (2.16) и 
(2.22) и результатов $ 4, гл. 4 можно предложить еще один критерий 

глобальности. 
Теорема 2.3 (критерий глобальности Ш). Пусть’. — стационарная точка 

минимизируемой функции (2.1) с весовой функцией (2.15). Тогда, если 

п? Игс 

(п? — ПИгс+т ” 

ТО и. — Точки глобального минимума. 
Доказательство основано на применении теоремы 4.3 из гл. 4. 

Если за основу взять сумму квадратов О(“&), то, как следует из Hepa- 
венства (2.16), 

81(Q(a)) <H(a) <22(Q(@)), 
где 

= = вт, т. 
— возрастающие функции. Тогда применяя теорему 4.3 из гл. 4, получа- 

вм, что если 

  H(a,)< 

  E20, 

  

` nH LC 

H(a,)< . (2.24) 
(n—DArctn 

TO a, — точка глобального минимума. Аналогично за основу можно взять 
сумму модулей невязок О, (а). Тогда из неравенства (2.22) будем иметь 

$1 (01 (=)) < Н(а) < 52 (О, (в), 

ге 2 2 
_ & _ ng 

51 (&) = ae. 27а +. 

— возрастающие функции. Тогда на основе той же теоремы утверждаем, что 
если 

  Ё>0, 

n Hho 

H(a,)<—;3 , (2.25) 
(п^ — 1) Нгс+п 

то а, — точка глобального минимума. Заметим теперь, что можно счи- 
тать Нгс <п, поскольку Н(а)<п. При этом условии элементарно по- 
казывается, что правая часть (2.25) больше правой части (2.24), 

критерий (2.25) сильнее. Теорема доказана. 
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$ 3. Другие примеры нелинейных регрессий 

Начнем с наиболее простых квазилинейных регрессий (см. $ 3, гл.! и 
$3, гл.3). В частности, рассмотрим класс логлинейных регрессий ($ 3, 
гл. 3) , функция которых есть 

f,(@) =exp(a*x,;), i=1,...,0. 

O6pa3yem H3 BeKTOpOB X1,...,X, MaTpHuy X NopankanXm (в даль- 
нейшем предполагаем гапК Х = т). Требуется построить специальные ме- 
тоды минимизации суммы квадратов 

  

n T 
0®) = $ (1-е м}. (3.1) 

i=1 

Выпишем еще раз первые и вторые производные этой функции 

д 1 д 
- f Ех, 4=—— 98 = хто), 

да 2 да (3.2) 

1 420 
— = ХТОХ, 
2 да? 

где Е и Р— диагональные матрицы пХл с й-м элементом f, = exp(a*x;) 
и ехр (а"х1) (2ехр(а"х;) —у,) соответственно. В методе Ньютона — Гаусса 
матрицей, аппроксимирующей 1/2 гессиана, будет 

у 920 Р. =РТЕ= ХТЕ*Х=— >. 
2 д“ 

Построим другое направление минимизации (3.1), отличное от направ- 

ления в методе Ньютона — Гаусса, используя идею подстановки. Допус- 
тим, в логлинейной модели у, > 0. Тогда вместо ехр(а"х;) в Ен подста- 
BHM У,, т.е. одну матрицу Е в (3.3) заменяем на 7: 

2 

P, = XTEYX x — ve ‚ 
2 да? 

где У — диагональная матрица пХп с й-м элементом, равным у,. При 
этом, очевидно, правая часть (3.4) есть положительно определенная мат- 
рица. Наконец, Е? можно заменить на У?. Тогда  аппроксимирующая 
матрица будет иметь вид 

2 

Py =XTY2XR— о С . 
2 да? 

Эта аппроксимация характерна тем, что здесь не надо обращать матрицу 
на каждой итерации, достаточно это сделать в начале процесса. В этом 
смысле итеративный процесс, основанный на (3.5), является наиболее 
экономным (особенно в случае большой размерности искомого вектора а). 

Специальные методы минимизации (3.1), основанные на приведенных 
выше аппроксимациях гессиана минимизируемой функции, будут выгля- 
деть следующим образом: 

ак+1 2ах +ЛкРу | (ак) а (ак), 

  (3.3) 

  (3.4) 

  (3.5) 
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где Р; —одна из аппроксимаций (3.3), (3.4) или (3.5), лк >0 определя- 
ет длину шага, его можно определить, например, по правилу (1.6) ‚ гл. 6, 
1=1,2, 3. 

Теперь построим специальный метод, использующий идею мажорирую- 
щего параболоида. Для этого необходимо найти оценку сверху для мат- 
рицы вторых производных функции (3.1) в терминах значений самой 
функции. В $ 3, гл.3 была построена оценка снизу для гессиана. Теперь 
нам нужна оценка сверху. Воспользуемся той же методикой. Понятно, 
что для всех «Е Е” построить оценку сверху для гессиана (3.2) нель- 
зя. Будем строить эту оценку на множестве некоторого уровня О", т.е. 
на множестве 

S(Q*)={aER™: 0(&<0*}. 
Очевидно, для логлинейной регрессии 

e т s ° 

S(Q")C{a: |y,-e° *t1<JQ*, i=1,...,n}. 

Поэтому для всех a: O(a)<Q°* имеем 

Dy= e® *1(Qe% *i — y,)<(,+ VO") (4, +2V0"), 1=1,...,п. (3.6) 
Пусть для простоты у,> 0, обозначим через 2=2(0”) — диагональ- 

ную матрицу пХл с й-м элементом, равным правой части неравенства 
(3.6). Тогда в силу (3.6) на множестве 5(О”) верна следующая оценка 
сверху для матрицы (3.2): 

  

920 
— <X*ZX=A. 3.7 
2 da? (3.7) 

Из $ 1 следует, что итерации 

Чк+1 =ак + (Х*2(0%) Хак, к =0, 1,..., (3.8) 

при у;> 0 обладают свойством: понижения значения минимизируемой 

функции в нестационарных точках: 

О (+1) < О(к), 9, #09. 
На основании результатов $ 1, гл.би $1 гл. 1 можно далее утверждать, 

что CCH Q выбрано так, что О(%) < ОЕ (в $3, гл.1 было показано, 
что если у,> 0, то в логлинейной модели такое о всегда существует), 
то процесс (3.8) в определенном смысле сходится к одному из локаль- 
ных минимумов суммы квадратов (3.1). 

Оценка (3.7) довольно груба. Пользуясь методом, аналогичным $83, 
гл.3, можно построить более точные оценки сверху для (3.2). Рассмот- 
рим -для этого выражение (3.18), гл.3. Следующие оценки очевидны: 

Хаухх: <01?2812, Yerxix; <QMI, 
где М = тах || х, |? — матрица В задается формулой (3.21), гл.3. Тогда, 
о обозначениями $ 3, гл. 3, заключаем, что 

v0 
> <А+3\/ОВ!!2 +2МОГ (3.9)   

263



Как и ранее, на основе оценки (3.9) можно построить сходящийся стро- 

го релаксационный алгоритм минимизации (3.1): 

ок +1 = ак + (А + 3/0, Bl? +2MO,1)"1q,. (3.10) 

Построим теперь специальный метод минимизации (3.1), основанный 
на методе расщепления. Выпишем градиент суммы квадратов (3.1) в 

координатной форме 

1.90 т т 
—— — =2(y,-e* *t)xje* #1. (3.11) 

2 да; 

Будем считать у,> 0. Для того чтобы выделить линейную часть в (3.11), 
т 

заметим, что член у, —е“” *1 представим в виде 
an x, 

Vi-€& 
—_+_—_$_——,_ Iny, #a™x;. 

т i 

На основании этого замечания функцию расщепления (см. $ 1) можно 

записать в виде 

(In y, — a*x;) 

т 

т 7- ev * vx R(u; v)= L(iny; — u*xj)x; ———_,— © *i. (3.12) 
Iny, —u'x; 

Очевидно К (а; ©) =-—90/2да. При у,=ехр(и"х;) для сохранения непре- 
рывности полагаем 

т 1 y,-e" x; е 11 — е? aw 

Iny.—ov'x, lim Thayer © ) = Vr 

пу-их; 2>Фшу ШУу-2 z=Iny; 

Таким образом, функция расщепления непрерывна по и uv. Главное, 
что при фиксированном и система К (и; и)=0 является линейной по и. 

Итак, пусть их — значение вектора параметров, полученное на К-й 
итерации. Обозначим 

т 
“кх] 

yi, —€ т 

Wi(a,) =e EX In y, — OX; poke (3.13) 

Vip Шу; = арх. 

Тогда с учетом (3.12) систему 90/9“ =0 сведем к системе линейных 
уравнений 

E xj(In y, — 7x) W(x) = 0, 
откуда находим следующее значение вектора параметров: 

+1 = (ХТИЕХ) "ХТ, (3.14) 
где И/;, — диагональная матрица с й-м элементом, равным (3.13), [-век- 
top nX1, =Iny,. 

Рассмотрим еще один класс нелинейных регрессий: дробно-линейные 
регрессии с функцией f,(0) = (a, x;)/(B 2;). Очевидно, в этом случае пара- 
метры х и В можно определить лишь с точностью до коэффициента про- 
порциональности, поэтому, разделив на подходящее значение числитель 
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и знаменатель функции регрессии, придем к виду 

7(0)= ax; 

i( 1+ 6721 , 

который и будем в дальнейшем исследовать. Здесь a, -x;ER™', B, Е 

i=1,...,n, (3.15) 

m . ‘ 

ЕК *, т=т, +то, 0"=(а", В"); все векторы — вектор-столбцы. В: це- 
лях корректного определения (3.15) считаем В*2; =-—1. Более определен- 
но, будем считать, что априорное множество параметров 0 есть Л = 

=К”"* Х.Ль, где Лв={ВЕЕ”?: В"2,>0, {=1,...,п} — конусв В"*. 
Для того чтобы Л=ф, предположим, что векторы 21:,...,2„ OHOHAN- 
равлены (см. $ 2, гл. 1). Построим для минимизации соответствующей 
суммы квадратов 

ax, 2 
a, B)= 2 ——— 3.16 O(a, B) (>, 1 =) (3.16) 

специальные методы. Найдем прежде всего первые и вторые производ- 
ные для регрессии (3.15). Имеем (обозначим Db; =(1 + (6, 2;)))', i= 1,..., 2): 

Of; -| bix; 921 | 0 b?x jz] 
  

  

90 — Брат х121 90? их Вехи 

Найдем гессиан функции (3.16): 

1 9°0 _ 
2 36? 

“op xxl СБ 2, хдь я 
4 (y,b? —2(a,x;)b3)zyx7- (Зах ух | 

(3.17) 

Начнем с метода подстановки. В методе Ньютона — Гаусса для модели 

(3.15) 

b?x;x; — b? (a, x;) x12], rtr=5| rim . i ae 
iL —b; (@, x) 2;x; b; (Q, X4)° 2423 

Заменим в этой матрице (а, х;)Ь; на у;. Обозначим 

b2x jx} —y,b?x jz} 
p-2| ПР OEE | = Shey (3.18) 

Ув y; 5; 242; 

ге т т 
XjXj —У;:М А 

| а . ‚|. (3.19) 
У У! 2:1 

В матричном виде (3.18) может быть записано как 

P= [X; -YZ]™B*[X; -YZ], (3.20) 

где Х и 2 — матрицы пХт: и пХт. соответственно, их строки суть 

{7} и{2:}; У, В- диагональные матрицы пХп; Уй=у,; Ви=Ь, {= 
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=1,..., п. Матрица Р, как видно из (3.20), неотрицательно определена. 
Если матрица [X; —YZ] является матрицей полного ранга, то Р будет 
и положительно определенной. Итак, специальный метод минимизации 
(3.16) на основе аппроксимационной матрицы (3.20) будет выглядеть 
следующим образом: 

Ок = + [[Х; —У2] *В2[Х; -У7]] 1 Х 

X™ By (y — £@x)) | 

—Z" &, By (y — fOx)) 
где Ак >0 определяет длину шага, Ф, — диагональная матрица (Фх),; = 

=Л (0х); у, /(@0к)ЕК". 
В (3.21) можно обойтись обращением матрицы лишь на нулевой ите- 

рации. Действительно, матрица (3.20) представима в виде (3.18), поэто- 
му, применяя обобщенное неравенство Коши — Буняковского (2.29), 
гл.3, получим 

Р<(55:)1/2 (ХР?) /2, 
На этой ‘основе процесс минимизации (3.21) можно заменить на более 
простой: 

Ax _ 
Ox4+1 = 9% ‘pp (РР) 1/2 x 

1/2 

(3.21) 

[| Х"Вк (у-Г@к)) 
(3.22) 27h, By’ (¥-f Ox) 

где Р;, задаются формулой (3.19). 
Перейдем теперь к методу расщепления. Выпишем еще раз частные 

производные 0Q/da u 90/08 и рассмотрим соответствующую = систему 
нормальных уравнений: 

190 ах} xi 
FZ BT tt т т 70, 

2 да 1+8`2:/ 1+8`21 
  

  

(3.23) 
_ 1 30 _ ( _ их: (a™x;)z; 

2 № NX! 14BF2,/ 0 +672) 
Выделим в этой системе линейную часть. Заметим, что 

ах — 1 , 

1+p*z; 4 + B72; ` 

Поэтому систему (3.23) можно переписать как 

= (y, + B7 2,9; — *x;) b7 x, =0, 

x (y, + BZ, — a" x;) bp (a*x;) 2; = 
где b; =(1 + B7z;)"! ‚ При ых значениях вторых сомножителей 
в обеих суммах векторы а и В входят в систему линейно. Таким обра- 

  У 1+8" 1 фах. 

266



зом, итерационный процесс будет иметь вид 

ne | LD bj X1Xt — Ху юми | x 
+1 7 т т 

x 3, (Rx) 24%} — Dbz (046 1), 242; 

> y, b2:x. 
x| eT |. (3.24) 

21 Y; big OKXi) 21 

где bj, =(1+6,2;)'. ITy процедуру можно модифицировать, заметив, 
что при известном В вектор а в первое уравнение системы (3.23) вхо- 
дит линейно. Таким образом, процесс минимизации строим так: 

ак = (ХТВЁХ)- 1 ХТ Вку, 

Beas = —(Z7° TZ) Z* ux, 
где Тк и Вх — диагональные матрицы пХл, 

1 

aa arer oe 

(3.25) 

_ Ap Xy 

(Tx), = Yee Bt? , 

ик — вектор пх1 с компонентами 

(y,- Gi, X1) Oy x; 

(1 + Be 21)° 
На нулевой итерации можно положить Во =0, тогда, как следует из пер- 
ВОЙ an (3.25): 

= (XTX) XTy 

— оценка МНК линейной регрессии у на Х. 
Для применения метода мажорирующего параболоида необходимо оце- 

нить сверху гессиан (3.17). Представим #й член суммы (3.17) в виде 

  

им = 

я о-ряй |. 
(y, — 2 )zix7 f,Bhi — 2y) 2127 

= р? жм Уж 2| 0 2е:х/21 
= т 2 т + bj т т + 

421%) Vi 212; 2е;21х; —4е1У,2121 
оо 

+b? , 3.26 
! | О 3e72,2; | (3.26) 

где 1 =(а,х)Ь, е=у,-Л, {=1,...,п. Таким образом, сумму (3.17) 
можно разбить на три: 

1 920 
5 5 = ХМ, + > Ь2е; М» + У 6? е? Мы, (3.27) 

где 

м ХИ м т т 
Ми: = т 2 т = [x7 — 714 |; 

—YVy2iXj 71 212: — Ул 

м.=| 9 2х121 | м. = | 0 0 
4 22z;x; —4у 2 ]°’ ОО За2Р | 
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Оценим сверху каждую из трех сумм выражения (3.27). Матрица 

М!: неотрицалельно определена. По условию В"2,>0, поэтому b7= 
=(1 +672) "<1 u 

X*X —~X*YZ 

— 2ТУХ Zy’z J 
Ко второй сумме (3.27) применим неравенство (2.29), гл.3. Тогда по- 
лучим неравенство 

Хе: 6? М. < (2 е? 1 (ХМ? 1 < 01; 1 т, 
поскольку 5} <1, О=Хе!. Осталось оценить сверху третью сумму в 

(3.27). Очевидно 2/21 <||2||?Г, поэтому 

хим, :< хми=| 

22,2 2 оо 

где J — единичная матрица т. Х т.о. Собирая воедино три оценки, полу- 
чаем оценку сверху для гессиана (3.17): 

1 920 < XTX —~XTYZ |. 

2 80° `|-2тУТХ 21727 + 30 тах || 2, 27 
i 

+/Q(=M},)'? = PQ) (3.28) 
— положительно определенная матрица при условии, что матрица [Х; —- 77] 
имеет полный ранг. Полученная оценка сверху довольно точна, нера- 
венство переходит в равенство при О =0. Применяя метод мажорирую- 
щего параболоида, приходим к следующему сходяшемуся алгоритму: 

Х"Вк(у- FOx)) 
Ox+a = 9x к) т 

—Z°O, Bey — fO@x)) 
обозначения те же, что и в формуле (3.25), матрица Р(О) задается (3.28), 

Ox = Q(6x). 
Теперь остановимся на одном классе нелинейных регрессий, частным 

случаем которого является производственная функция СЕЗ, рассмотрен- 
ная ранее в $5, гл. 1. Итак, пусть 

fi(0) = fi(a,p) = 5 In( E aye"), (3.29) ‚= 

k=0,1,...;3 

re 8 = (a,p)ER™"*', Ха; =1; считаем а; >0, рЕ (-—0, в), х1; — 
фиксированные числа. Для сохранения непрерывности полагаем 

> ау ху 
Л(а, 0) = —— = Хм). 

5 Qa; 

Найдем первые частные производные /; (&, р) по параметрам. Нетрудно 
посчитать, что 

of 1 
~~ = F = — [DE; d}, 56 р | ] 
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roe D — диагональная матрица п Хи, 

    

pxii_- ржи; 
Dj; = (> aye т) a Е}; =е i (3.30) 

_ матрица п Х т, а - вектор-столбец п Х1, 

af, Vajxye ш(Хае’Й) 
dj=— р = — (3.31) 

д 
р > ге’ ”й р 

С учетом приведенных формул метод Ньютона — Гаусса для регрессии 
(3.29) запишем в виде 

т т т 

Ey, DE, Ey Dy dy ЕкОк(ркУ - $) 
Ox = Ox + Лк ’ 

T T T 

4х Dy E, d, d,, Чк(ркУ — Sy) 
(3.32) 

где Лк > 0 определяет длину шага; индекс К, как и прежде, указывает 
на то, что соответствующая величина вычислена в точке 0 = дь, $; = 

= ш(Ха;ехр (рху;)), [=1,..., п. 

Для применения метода подстановки заметим, что вычитаемое в 7-й ко- 

ординате вектора 4 (3.31) есть /; (9); заменим его на у; и обозначим 

pxij 
>, AX ye i 

ri dj = ———— - yy, 
pxi 

5 aye i 

Заменой в (3.32) вектора 4 на вектор 4’ получаем модификацию метода 

Ньютона — Гаусса. Далее, можно заметить, что при условии у; ® /;(9) 

имеет место Х а;ехр (рхи; ) ^ехр (ру; ) ‚ поэтому можно положить 

Di = е_ 71 di = e Py ajxyje 4 — Ji (3.33) 

и опять вместо Рида в формуле (3.32) подставить соответствующие зна- 
чения (3.33). 

В целях нормализации значения ху; в (3.29) следует рассчитывать отно- 

сительно соответствующего среднего. А именно, определив х; = 2 х1;/п 

вместо ху; в (3.29), подставим xij =X - Xj. Эта замена очевидным обра- 

зом приведет к переобозначению параметров: если ou — новые значения 

7 px; — параметров, то &; =а;е °. В условиях, когда х;; = 0 или р = 0, можно 
считать 

9 
Ey ~ Ej; =|] + рху, 

те. 6’ = 0+ рх, где И-— матрица п Х т, составленная из 1, Х-— матрица 

пХтсй-элементом х;. Как и прежде, вместо Е в формулу (3.32) можно 

подставить Е”. Возможно, что подобные преобразования помогут улучшить 
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обусловленность матрицы Р"Р, которая при минимизации суммы квадра- 

тов отклонений регрессий, подобных (3.29), бывает очень плоха. Подроб- 
ный анализ предлагаемых модификаций метода Ньютона — Гаусса для 

регрессий (3.29) требует экспериментальной проверки. 

$ 4. Гетероскедастичные регрессии 

Одним из основных предположений регрессионного анализа является пред- 
положение о гомоскедастичности отклонений регрессии, т.е. о постоянстве 
их дисперсий ЕЕ! = с0оп3{, { =1,..., № в модели регрессии 

у; = Л(а) + в. 

Иногда по тем или иным соображениям предполагается, что отклонения 
регрессии гетероскедастичны, т.е. что Е Е! # const. " 

Сначала будет изучен частный, двухрежимный случай гетероскедастич- 
ности, а именно, когда 

ЕЕ’ = 01, 1=1,...,1 ЕЕ! = 08, {=[+1,..., п. 

В конце параграфа будет рассмотрен многорежимный случай. Значение 

1 < / <п- 1 считаем известным` величины, дисперсий 02, 02 > Оне из- 
вестны. В случае 02 = 0%, т.е. в условиях гомоскедастичных отклонений, 
стандартным методом оценивания служит метод наименьших квадратов. 

Однако при 02 = 02 для получения более точных оценок сумма квадратов 
должна быть взвешена. 

Предположим, что отклонения е} независимы и нормально распределе- 

ны, т.е. е; ~ N(O, 07), i =1,...,1; €; ~ М№М(0, 02), { > 1. Ограничимся 
рассмотрением линейных регрессий, т.е. 

                

уг = (а, х;) +в, [=1,..., м, (4.1) 

где все векторы суть вектор-столбцы. Введем следующие обозначения: 

Г т Г т | Г - = 

x1 1+1 €1 Е1+1 

т т 

Хх = | № |, Х,=| *142|, Е = | & 1, Е, = | 6142 |, 

т т 

_ 1 oo —_ Хп oma a at | En on 

VW Vier | 

У2 У! +2 
У, = , У, = .         
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Тогда (4.1) в матричной записи перепишется как 

У, = X,a + E,, У, = X,a + E,, 

а функция плотности вектора у Е А” запишется в виде 
n—I n 1 

Р(у1, ..., Уп; @, 01, 02)=(21) 2(0?) 2(03) ?* X 

    

1 1 
Xx яр (= ИУ, а | р, - Ха). (4.2) 

В качестве оценок неизвестных параметров возьмем оценки метода мак- 
симального правдоподобия. Эти оценки по определению соответствуют 
максимуму функции плотности (4.2), что эквивалентно минимизации. 

E(6) = E(a, of, 03) = 

1 1 
= Ил 02 +I Y, —X,a||?+(n—-J ino? + | Y. —X, al], (4.3) 

1 2 

ае К”, of >0, of >0, 

где 0 = (а, 02, 02) Е В"*? — общий вектор параметров. Задача, таким 
образом, сводится к минимизации функции Е(09)) на множестве 

Л = {0 = (а, 02, 02): “ЕЮ”, о? >0, 02 >0} | (4.4) 

— открытое множество в А” *?. 
Нас будут интересовать чисто вычислительные вопросы гетероскедастич- 

ных регрессий, а именно — существование оценки метода максимального 
правдоподобия, т.е. достижимости инфимума функции плотности макси- 

мального правдоподобия (4.3) на множестве (4.4), построение эффектив- 
ного (сходящегося) алгоритма минимизации и построение критериев 
одноэкстремальности функции (4.3). Читателя, интересующегося статисти- 
ческой стороной гетероскедастичных регрессий, отсылаем к работам 

[15, 62, 65, 70]. 

Прежде всего найдем условия корректности задачи минимизации’ функ- 
ции (4.3) на множестве (4.4), т.е. ‘выясним, при каких условиях функция 
(4.3) на Л ограничена снизу, а ее инфимум достигается. Обозначим 

О1(а) = ПУ, - Х:а|?, Q2(a) = | У, — Х.а |7. 

Доказательство следующего факта элементарно. 
Лемма 4.1. Функция #(5) =Ашз+В/5, $ > 0, обладает следующими 

свойствами: 

а) lim g(s)= Ш g(s) = t+; 
5>+0 $ > +00 

. B B 
= = — + > — . 6) min g(s) = g(s,) A(in 3 i), 5. A 

& 
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Teopema 4.1. Jlonycrum, rank X, =1, rank X, =n — 1. Если к тому же 
Hu Y,, HU У. не являются линейными комбинациями вектор-столбцов мат- 

риц Х! и Х. соответственно (т.е. если О! (“) >0и О. (а) >0), то задача 

минимизации функции (4.3) на множестве (4.4) корректна. Более точно: 
функция Е на Л ограничена снизу, а нижняя грань Е на границе Л равна 

бесконечности !); таким образом, инфимум функции (4.3) достигается. 

Доказательство. Обозначим 

Q; = min Q;(a@), j = 1,2. 
а 

^ 

По предположению О, > 0. Ограниченность Е’ на Л следует тогда из лем- 
мы 4.1, а именно 

E(a, 02, о +1)+ (n(n Os | > 

>| ый, 1) +(n— (n+), (4.5) 
l n—I 

s s 

Докажем теперь, что если 0, > 06, где 9 — граничная точка Л, то 
Е(09к) >с<о. Очевидно, возможны следующие три случая: 

а) Пак | > =, Ко; 

6) Or > 0 хотя бы для одного ] = 1,2; 

в) от —> < хотя бы для одного ] = 1,2. 

В случае а) из неравенства (4.5) вытекает, что Е(дк) - °э, поскольку 

О! (“) >< и О. (и) >°оо, что следует из условия полного ранга матриц Х, 
и Х›. В случаях б) ив) по лемме 4.1 также Е (9х) -><о. Теорема доказана. 

Функция Е(9) допускает редукцию, т.е. сведение к более простой 

функции. Продифференцируем ее по 0? , 02 и приравняем результат нулю: 

9Е J О: (а) _ 
  

    

  

=—-— =~ =9, 
90? + 03 

OE n—I O2(a) 
2 72 4 0, 905 05 02 

откуда 
1 0} = 10(а), 03 = —— 0,4). (4.6) 

Последние соотношения позволяют изолированно оценивать параметры 

1) Определение нижней грани функции на границе множества дано в 8 1, гл. 1. 
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0%, 02 иа. А именно, пусть @о — какая-либо оценка параметра a, 
например, обычная оценка МНК объединенной регрессии. По ней из (4.6) 

`ы A ~ 

найдем оценки 02 и 02 и подставим ихв (4.3). Найдем затем минимум 

1 2, _! 2 
ПУ, — Ха | ^ + — IY, — X,a||° > min. 

01 02 ° 

A A 

Последний функционал квадратичен по & (при фиксированных о1, 02), 
минимум его определяется весьма просто. Легко проверить, что он дости- 
гается при значении а, равном 

1 1 и 1 1 
а: = — XiX, + xin) (хи A 172). (4.7) 

0? a2 0? of ` 

Получив новое значение вектора параметров а! , найдем следующее прибли- 

жение дисперсий: 

A 1 A 1 
01 = 7 О! (а! ), 03 = Tp et): (4.8)   

Процесс продолжаем. Описанная процедура не нова и широко используется 
в статистике. Широко распространено мнение, что она сходится к оценкам 
максимального правдоподобия. Имеющееся ’доказательство” этого фак- 
та [68] нельзя назвать удовлетворительным. По сути дела, в [68] было 
лишь доказано, что если последовательность 9х имеет предельную точ- 
ку 0., то для нее 

Е(о1, 03, а.) > Е(0.), 01,03 > 0. 
Более того, как позже будет установлено, функция Е(09) может быть мно- 
гоэкстремальной, так что 9х могут сходиться к точке локального, а не 
глобального минимума функции. Таким образом, широко распространен- 
ное мнение, что описанная выше процедура сходится к оценкам максималь- 
ного правдоподобия, является заблуждением. 

Для упрощения ЕЁ(9) выразим 0; через параметры & по формулам 

(4.6) и подставим эти значения в Е(0), которая сведется тогда к более 
простой функции 

R(a) =/11n Q;(a) + (n — 1) InQ,(@), a € R”™ (4.9) 

Нетрудно проверить, что задача минимизации функции (4.9) эквивалентна 
задаче минимизации функции Е(9). А именно, если а — стационарная 
точка для (4.9), то соответствующая точка является стационарной точкой и 

для (4.3). Наоборот, если 0 Е В”"*? — стационарная точка для E(6), 
TO @ — стационарная точка для К. Аналогичная эквивалентность имеет 
место для локальных и глобальных минимумов этих функций. 

Приступим к построению алгоритмов минимизации функции (4.9). 
В дальнейшем будем считать условия теоремы 4.1 выполненными, таким 
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образом, нижняя грань R(a@) на бесконечности равна со, поэтому задача 
минимизации К корректна. Найдем прежде всего ее первые и вторые 
производные: 

1 OR l 
АХ —XiY X5X _Х.У = 2 5а 0,(@ ° 1A 1 a— о 22 — 2)= 

fF 
— 9. O@) Xi €,(a) — ona ое), (4.10) 

re e,(a) = Y, — X,a, €2(a) = Y, — X,a — отклонения от фактических 
значений соответственно для первой и второй группы наблюдений. Далее, 

  

1 92 _ [ ___yty + п-[ Хх 

2 9 Qi) On(a) 

же (a) e1(@)X; — 20-0) yt, (ci) e5(a) X. (4.11) 
О О) 

Можно несколькими способами аргументировать классическую процеду- 
ру (4/7), (4.8). Во-первых, если значение вектора параметров @ на преды- 
дущей итерации обозначить ах, то вместо решения нелинейной системы 

уравнений ОК/да = 0 можно прийти к линейной, если О! (&) и О. (“) 
заменить на О, (ак) и О›(ак). Действительно, в этом случае ЭК /да =0 
сведется к 

XiX ХУ + ХХ ХУ 0, 
Oia) | Ma Mas) ne oa) aaa Лаз) = 

откуда получается следующее значение вектора параметров: 

1 т п-[ -1 

@к+1 =| ——— X1X, + ———X3X, Xx 

  

О! (ак) О› (ак) 

x (xin + na! хз, (4.12) 
О (ак) | | — Qa(ax) 

Очевидно, это решение можно рассматривать как применение метода рас- 
щепления, описанного в начале этой главы. 

Другая интерпретация связана с аппроксимацией матрицы вторых произ- 
водных минимизируемой функции (4.9) и очень похожа на метод Ньюто- 
на — Гаусса в случае нелинейной регрессии. Действительно, обращаясь 
к (4.11), замечаем, что матрица вторых производных представима в виде 
суммы двух пар матриц. Первая 

1 T n—l 

—— XX Хх, X 4.13 
-O; (a) г "о. (а ) и? . 
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в силу принятого предположения о полном ранге матриц А! и Х.› является 

положительно определенной (заметим, что О!(“) > Ои 0.(“) >0 

для всех «Е Е”). Второй 

—]{ 
sie а) 2 Xiex(0) ei) ) 

в случае хорошей аппроксимации, т.е. в случае е! = 0, е»› = 0, можно пре- 
небречь. Таким образом, вместо итераций Ньютона — Рафсона 

(ey (=@ 
Qk+1 = ак — 

с заменой (4.11) на (4.13) получаем 

-2 (к а) Хле, (а) е1(@) Х, + 

@к+1 ча (ем na! a xin) | Хх | 

О: (ак) О> (ак) 

x (Keven + дев) (4.14) 
‹О 1 (ак) О2 (ак) 

Осталось показать, что (4.12) и (4.14) совпадают. Действительно, из (4.14) 

1 т —l -1 
@к+1 = ак + ( ХХ! + оду) X 

О (ак) Сы 

—l l 
хх ох Х. ох У 

- ое eK 5 О" 

  

  

    

п-[ т n— 1 

+ —X,Y, j= ( ——X,X xX; Х. Хх 

Оз (ах) , ») (se mu ” On) , 2) 

  

т п] 
X,Y ох, У 

О: (ак) mt * Oran) ’ 2): 

Процедура (4.12) допускает более экономную запись с вычислительной 

точки зрения. Для этого воспользуемся следующим фактом из теории 
матриц (см., например, [12] — одновременное приведение двух симметричес- 
ких матриц к диагональному виду). Пусть А и В — две симметрические 
матрицы одного порядка, 4 — положительно определена. Тогда существует 

такая невырожденная матрица 5, что А =55т, В =5 Л5Т, где Л — диаго- 
нальная матрица. 

Пользуясь этим фактом, найдем матрицу 5 такую, что 

ХИХ, = 5$, ХХ, = SAS’. 
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Тогда итерации (4.12) перепишутся как 

l т. п-/[ -1 1 т _п-Г. 

a=(Sq 5s" sas’) ( X,%,+——- у) 

О! (ак) О2(ак) О: (ах) оС к) 

    

        

т 1 n— l т п-Г т 
= (5 y? I+ A $! XY, + ХоУ., . 

- О: (@к) —О2(ак) О: (ак) О2(ак) 

Обозначим 

= v, = SX, Ш =5АХУУ,. 

Тогда итерации (4.12) запишутся в виде 

| n—l 

" (Son! ao" се" Onn) 2 

и окончательно их можно переписать в координатной форме: 

1 п-[ 
U1; + 

01 (bx) Q2(bx) 
bx+1,j = ’ p=l,..., m. 

l n—Il 
+ ——— Ajj 

Q:1(bx) Q2(dx) 

Этот вид удобен тем, что не надо обращать на каждой итерации матрицу 

в (4.12) порядка т Х т. 

Существует принципиально другая возможность избежать обращения 

матрицы порядка т Х т на каждой итерации. Воспользуемся приближен- 
ным равенством 

      

    V2; 

  

  

    

( 1 хх. + n— 1 ——___ Y Ma) — 

О: (ак) m Q2(4x) ot 

^ aa (ХХ!) + ao “ (X2X2)"} = M(ax). 

Легко видеть, что М(@к) положительно определена для всех ак, поэтому 
метод 

ак+1 = ак + Ак М(ак)а (ак), Лк > 0; 

также приведет к сходимости к стационарным точкам функции К (“). 
Трудность теперь заключается в том, что для сохранения монотонности 
убывания А (а) необходимо выбирать специальным образом Лх > 0. 

Итерации (4.14) обладают одним замечательным свойством: новое зна- 
чение вектора параметров приводит к уменьшению минимизируемой функ- 
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yuu R(a), т.е. дробить длину шага в процессе, (4.14), как это обычно де- 
лается в процессах минимизации, нет нужды. Итак, покажем строгую 
релаксационность итераций (4.14), т.е. 

R OR (Gx) _ 
(@к+1) < В (ак), Fo #0, k=0,1,... (4.15) 

Воспользуемся следующим простым неравенством, являющимся след- 
ствием вогнутости функции In: 

Л Ц ) 
AlInA + plnB < (A + pw) Inf —A +t В), и (^ +1) (= +   

A>0, uwr>od, А>0, В>О0. 

Используя это неравенство, получим 

В (ак+1) — В (ак) =1(т О (@к+1) - In Qi @x)) + 

+ (n— 0 (п О.(ак+1) — In Q2(@x)) = 

= О: (@к+ 1) + (По О› (@к+1) < 

0; (ax) 02 (@x) 

< nin la(? ‚ В @ Ва (@к+1) | + #1) О› (ак+1) | 

0; (ax) 02(ax) 

Но по определению 

devs =arg min (——— O@) + 7 one О) 
поэтому последнее неравенство запишется как 

R(Q@x+1) — R@x) < 

en nin| Caen О, (а Qi@x) | п ее | 0. 

O:(ax) О. (ак) 

Заметим, что равенство возможно, лишь если 

n(— вв min 11“ 2(“ = 

а \О1(ак) 02 (ax) 

ое ) ——— О! (ак) + о ax) oe), 

т.е. если ОК (ак)[да =0. Окончательно можно утверждать, что (4.15) 
имеет место. 
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С учетом доказанной строгой MOHOTOHHOCTH Napenua ,R(a) Mpu 
9К (ак) [да == 0 по теореме 1.2, гл. 6 можно утверждать, ‘что метод (4.12) 
сходится к одной из стационарных точек минимизируемой функции К (“) 
(конечность числа стационарных точек А («) доказывается ниже). 

Не стоит спешить с выводом, что итерации (4.12) сходятся к оценкам 
максимального правдоподобия (как уже указывалось, это — широко рас- 
пространенное заблуждение). Ниже будет показано, что функция К (а) 
является, вообще говоря, многоэкстремальной, так что предел итераций 
(4.12) может не совпасть с точкой глобального минимума, т.е. с оценкой 
максимального правдоподобия. 

Перейдем теперь к вопросу о проверке того, является ли найденный ло- 
кальный минимум функции R(a) глобальным. Исследование начнем 
с простейшего случая т = 1. Прежде всего покажем, что функция (4.9), 
вообще говоря, может иметь несколько локальных минимумов, т.е. 
является многоэкстремальной. Напомним, что О, (&) u Q2(a) являются 
квадратичными по @, поэтому функция 

Ир @&—а,)? + (п- Г) п (а-а2)?, a, #4, (4.16) 

является частным случаем (4.9). Эта функция имеет два минимума, кото- 
рые достигаются в разных точках а, и 42. Функция (4.16) не удовлетво- 
ряет требованию ограниченности снизу, так как не выполняется условие 

строгой положительности О; (и) >0, О. (“) > 0. Однако из непрерывности 

следует, что подбором достаточно малых 5, > 0, 6. > 0 можно добиться 
того, чтобы функция 

Ил [(а —а1)? + 5, ] +" - Г) № [(@-а2) + 83] 

также имела два локальных минимума (ниже это утверждение будет дока- 
зано более строго). 

При исследовании функции (4.9) на многоэкстремальность нам будет 
удобна следующая форма записи квадратичных функционалов О, (&) и 
О> (<). Очевидно, они представимы в следующем виде: 

Q;(a) = Aj(a— b,)* + B,, J = 1,2, (4.17) 

где 

1 п 

А: = x xi, А. = > xi, 

1 1+1 

1 1 п п 

= Ху! Хх. = Я yim! TZ x; 
1 1 1+1 1+1 

— оценки МНК по первым /[ и последним п — Г наблюдениям, 

B; = min Q;(a) 

— соответствующие минимумы суммы квадратов. Очевидно, минимизация 
функции (4.9) эквивалентна минимизации 

В, (<) =] In ((a — Ва)? +С1) + (п — Г) In ((a — b,)* +C2), (4.18) 
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rye cj = B;/A; >0. Найдем первую производную этой функции 

1 dR, _ I(a — by) + (n —1)(a—b2) 

2 da (a — b,)? +c, (a — b,)? + C2 

    (4.19) 

и найдем условия, при которых АК, («) является одностационарной, т.е. при 

которых уравнение dR,/da=0 имеет единственное решение. Освобож- 
даясь от знаменателей, приходим к исследованию следующего кубического 
уравнения: 

(а — 5. (&-Ь:)+(п- 1) (а - 51)" (а - bg) + C21 (@— 51) + 

+ (n — с, (а -Ь.) = 0. (4.20) 

Приведем это уравнение к стандартному виду, для чего раскроем скоб- 
ки, сгруппируем члены и разделим уравнение на коэффициент Mpu a? 
в данном случае на п. Получим эквивалентное кубическое уравнение 

a? — e,a7 + e,a — es = 0, 

где 

ey = (a t+l)b, + (2n—1)b,)/n, 

ез = (152 + (п ПЬЗ +2 1ь1Ь. +с21+ п - Пел), (4.21) 

ез = (15255 +" - ПЬЗЬ, +с 16, +(п- са) п. 

Известно необходимое и достаточное условие существования единствен- 

ного действительного корня кубического уравнения хЗ + рх +4 = 0; 

оно выражается неравенством 4 рз + 274? >0 [30]. Таким образом, необ- 
ходимым и достаточным условием одностационарйости функции (4.9) 
в случае т = 1 является условие 

т е1е2 2 
«(с - Yen че, >0, (4:22) 

re €1, €2, € 3 задаются выражениями (4.21). 

На основе этого неравенства можно строго доказать, что исходная задача 
оптимизации, вообще говоря, многоэкстремальна. Для этого достаточно 
положить В; =0, с: =с. =6, п=21[. Тогда второе слагаемое в (4.22) обра- 

щается в нуль, а первое будет равно — (52 — 46)3/16. Поэтому если 

b, > 28, то уравнение (4.20) будет иметь три различных действитель- 

ных корня, а значит, (4.18) имеет два локальных минимума. 

Необходимым и достаточным условием (4.22) пользоваться неудобно, 
оно очень громоздко, ‘да и трудно обобщается на многомерный случай. 
Сейчас мы предложим более простое, но уже достаточное условие односта- 
ционарности функции К! (и). Для этого заметим, что уравнение (4.20) 
будет иметь единственный корень, если левая часть этого уравнения 
является возрастающей функцией по а. Найдем соотношение между пара- 
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метрами функции (4.18), которые приводят к этому условию. Таким об- 
разом, необходимо, чтобы 

2n(a— b,)(a— bs) +1(a— bz)? + 

+(n—1)(a—b,)? tegl+(n—1)c, 20 

для любых @ E (—oo, сэ). Левая часть последнего выражения есть квадра- 

тичная функция, поэтому неравенство будет иметь место, если дискрими- 
нант соответствующего квадратичного трехчлена меньше или равен нулю. 
После алгебраических преобразований приходим к неравенству 

(b, — bay’ < 

  < a” ЕВ 1) — 4.23 
Пе, ~~? a.) 62% 

Итак, если неравенство (4.23) верно,‘то функция К; (“) при т = 1 имеет 
единственную стационарную точку, и в частности, является одноэкстре- 
мальной. Как следует из этого неравенства, необходимо, чтобы минимумы 
квадратичных форм достигались в точках, отстоящих друг от друга не 
на очень большое расстояние, а минимумы этих форм были не очень малы. 
Кстати, это не выполняется для нашего многоэкстремального примера, 

roe b; #b2, Ho B, =B, =0. 

Можно получить более грубую оценку следующим образом. После при- 
ведения к общему знаменателю в (4.19) получим 

0=1(&-—6:) 0. («)+(п-1)(&- 52) 01 (а) = у(а). 

Тогда 

у’ (@) =2п(а-Ь,) (а - >) +105(а) +(п- 1) О, (а). 

Но легко видеть, что 

_ 2 
2n(a — b,)(a — ba) > о, 

поэтому 

(1-62)? 
У (@)> — —> 2 F 1a(a) + (2 - DO: (@) >, 

если ' 

2 fil n—l 
(b2 — by) <2 min 7 Qala) + = 0,6) (4.24) 

Велика ли разница в оценках (4.23) и (4.24)? Легко видеть, что 

I 1 В ГВ 
min (— 0.)+ "~"ox@) = (62 - bi)’ т: > т, a a 
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Поэтому последняя оценка равносильна 

ры 2" (= ra-D). 
п? —2т+27 \ A, A 

Разница между (4.23) и (4.24) мала: 

Зп 2п _ п? — 811 + 41? 1 

п+т-Й  n? — 2nl+2I? т + nl — I*)(n* — 2nl + 217) п. 

  

    

Перейдем к случаю т > 1. Покажем, что здесь, как при т = 1, можно ре- 
шить проблему минимизации (4.9) полностью, т.е. найти все стационарные 
точки А (<). Для удобства квадратичные формы перепишем следующим 
o6pa3om: O(a) = (a — b;)"A;(@ — bj) + Q;, rne A; = ЛХ, — положительно 
определенная симметрическая матрица т Х т,Ь; — оценка МНК, Е = 1, 2. 

Стационарные точки К (&) — решения системы нелинейных уравнений 

  1 oR” A,(a—b;)+ mi A,(a— b2)=9, (4.25) 
2 0a Q;(a) Q2(a) 

где в старых обозначениях п; =[, п. =п - 1. Обозначим 

к = 2A) (4.26) 
п: 02 (а) 

тогда из (4.25) следует, что решением системы (4.25) будет 

a= (A, +KAz)' (Ab, + KA2D2). (4.27) 

Воспользуемся теперь фактом одновременного приведения положительно 
определенных матриц к диагональному виду: существует такая невырож- 
денная матрица 5, что 5ТА,5 = Л — диагональная матрица, 514,5 =[ - еди- 
ничная матрица. Тогда 

O1(a) — O1 =(a— b)"(S*Y'SA, SS“! (a — by) = 
= (Sa — Sb, FA(Sa — S-'b,) = 

m 

= (a! — by)"A@' — bi) = 2 Ay (ag — by)’ 
аналогично 

О (&) — 0, - 7 (a; — b3;)°. 

Таким образом, далее не теряя общности можно считать, что А, =A — диа- 
гональная матрица, Ли=А, > 0, А. =[ (штрихива’и Ь’ для простоты обо- 
значений далее опускаем). 

Приведение матриц к диагональному виду дает возможность перейти к 
координатной формев (4.27): 

A;b ii + K bai , 

о =— i=1,...,m, 
к+№ 
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oTkyna (5; = 54; — bai) 

  

A, 5? A 25? ^ 
О, (<) K ar? + Х, )2 + О1, 0. (a) 2 (к + d,)? + Q>. 

Подставляя эти значения в (4.26), придем к уравнению относительно 

к >0: 
252 2 ^251 did? 

— 27-1 =и.О, -пшкО.. С А, 201 — п: кО2   nk П.К 

После некоторых преобразований оно сведется к следующему урав- 
нению: 

m UK tru;A; 
2 ——= С: — Сок, к>0, (4.28) 

i=1 (к + r;)? 

где 
A A 

Cy = n2(Qi + Х^,51), С› = п: 02, | 

ш = (+12) 261, г = п2/(п. +1). 

Проблема теперь заключается в отыскании корней уравнения (4.28). 
Найдем прежде всего оценки сверху и снизу для корней этого уравне- 
ния (рис. 26). Очевидно, что если ко — корень уравнения (4.28), то 
Ко < С!/С>. Найдем оценку снизу для ко. Имеем 

ик +7: Л; ик +: А: U; U; 
mK Os KI YH PO 

(к 2 i? re d, 

поэтому 

п. О! 
Ко > = [>0.   

n,Q, + (n +n2) Z 5? 

Если левую часть (4.28) обозначить у(к), то легко видеть, что (0) < С,, 
причем у(к) -> 0 при к -—>°. Еслив (4.28) освободиться от знаменателя, 
то придем к алгебраическому уравнению степени 2т + 1. Найти все кор- 
ни уравнения (4.28) можно либо нахождением корней полинома степени 
2т + 1, либо отделениемкорней наотрезке (Г, С, /С›). Для этого, задав- 
шись достаточно малым шагом, вычислим (к), после чего определим 
корни либо методом хорд, либо методом половинного деления [17, гл. 4]. 

‚ Найдем условия, при которых уравнение (4.28) относительно к имеет 
единственное решение; это соответствует случаю одноэкстремальности 
К (<). Рассмотрим производную левой части (4.28) как функцию к. Тог- 
да для того, чтобы уравнение (4.28) имело единственное решение, доста- 
точно, чтобы 

им 
    

с 
= > <<, [<к<-—. (4.29) 

(k + d;)? (k +A,)? С. 
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Рис. 26. Решение уравнения у (к) = С, - С, к, к>0 

Можно строить разные критерии выполнимости последнего неравенства. 
Мы ограничимся простым. Очевидно 

U; A; YA; >> 
(k +A,)° (C,/C, +j)? 

поэтому (4.29) будет иметь место, если 

2   

  

  

и: А: 
> < 21-х ————+С,, 

(k +A,)’ (C,/C, +A,)° 

а это в свою очередь будет иметь место, если 

U; vA; 
>> < 21 —r) S ————_ + G. (4.30) 

QA, +L)’ (C,/C, +2,)° 

Takum o6pa30m, yTBepaxaem, 410 R(a) одноэкстремальна, если неравен- 
ство (4.30) имеет место. 

На основе (4.30) можно получить следующий простой критерий одно- 
экстремальности А (&). Действительно, 

U; 
  

и 
< х— > >, 

(Л; +[)? AG 

поэтому для выполнимости (4.30) достаточно, чтобы Хи;/\? < Сз, или 
n A 
—O,. (4:31)   (b, — b,)"S~7(b2 — bi) < 

ntny 

Легко проверить, что в случае т = 1 критерий (4.31) более строгий, чем 
(4.23). 

Перейдем теперь к исследованию многорежимных гетероскедастичных 
регрессий. В матричном виде гетероскедастичную perpeccuio (ITP) c k 
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неравными дисперсиями можно записать в виде 

i= Xjate;,, i=1,...,k, (4.32) 

где у; и е; — вектор-столбцы зависимой переменной и случайной ошиб- 
ки п; Х 1; Уп; =п — общий объем выборки, п; — объем 1-й группы на- 
блюдений, Х; — матрица независимых наблюдений п; Х т; а — вектор 
неизвестных параметров т Х 1, причем п; > т. Все ошибки имеют ну- 
левое математическое ожидание: Ee; = 0, однако каждая группа наблю- 
дений имеет свою дисперсию: ЕЕ;Е; = о? 0? > 0 (в этом и заключается 

””гетероскедастичность”). Будем предполагать, что ошибки независимы 
и нормально распределены. Таким образом, число неизвестных парамет- 
ров равно т + К; общий вектор параметров обозначим 6 = (а, 0*,..., 0%) Е 

EA crm „где A — априорное множество параметров Л = {а Е К”; 
of >0,..., 0% >0}. Исключая случаи вырождения, будем в дальнейшем 
считать 

rank X;=m, i=1,...,k. (4.33) 

Задача, таким образом, заключается в оценивании т + К неизвестных па- 
раметров. Для ее решения применим метод максимального правдоподо- 
бия (МП). Легко показать, что функция правдоподобия ГР равна 

п к nj 

Куь...,Уп;@, 01,..., 04) = (21) 2 п, (07) 2 x 

ГЕ 1 
x exo(—5 5 — Их: - Же). 

i=1 
0; 

Оценкам метода МП отвечают значения параметров, доставляющие функ- 
ции правдоподобия максимум. Для удобства возьмем у С логарифм и 
поменяем знак. Тогда соответствующая экстремальная задача будет 

иметь вид: 

k I 
TO) = У (nt 0' + — |ly, — Xja I") min. (4.34) 

Начнем с установления условий корректности задачи оптимизации 
(4.34), те. достижимости нижней грани Т(9) на некомпактном множе- 
стве ЛСЕ”+*, Обозначим 

0(®) = НУ; — Хе, 0, = min ,(a), i=1,...,k, 

где 

0; = 09а), a; =(XTX)7! XTyi 
— оценка метода наименьших квадратов по {-й группе наблюдений; она един- 
ственна в силу предположения (4.33). 

Теорема 4.2. Пусть [Х;, у:| — составная матрица п? Х (т+1). Тогда, 
если 

rank [X;,y;] =mtl1, i=1,...,k (4.35) 
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(т.е. если О; > 0), то задача оптимизации (4.34) корректна, т.е. функция 
T (6) на Л ограничена снизу; ее нижняя грань достигается, причем если 
9; >ЭЛ, где ЭЛ -— граничная точка А,то (9;) >+ ©, $5 >°°. 

‚Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.1. 
Далее условия (4.35) считаем выполненными. 
Функция (4.34) допускает редукцию, т.е. сводится к более простой. 

Продифференцируем ее по 0' и приравниваем производную нулю: 

oT О; Тот _ б.р (4.36)   

Выражая 03 через О, (&) и подставляя это значение в Т(9), получим ре- 

дуцированную функцию, зависящую только от а: 

k 
R(a) = ХУ vn in|ly,;—-Xell?, eaER™. (4.37) 

i=1 

Можно показать, что задача минимизации Г @) эквивалентна задаче мини- 

мизации К (и), а именно, если 8 = (a, o7,..., 0 ts есть точка локального 

(глобального) минимума задачи (4.34), то & — точка локального (гло- 
бального) минимума задачи пил А (а); наоборот, если a — точка локаль- 
ного (глобального) минимума К (“), то точка 8 = (a, 67,..., 02), где 

A 1 A 

д: = — Ну; — Ха |, #=1,..., К, (4.38) 
n; ` 

является точкой локального (глобального) минимума Т (4). В этой свя- 
зи далее вместо задачи (4.34) будет решаться задача оптимизации 

К(& > min . (4.39) 

Легко видеть, что К (&) -> +<° при || а || —>°°. 
Прежде всего найдем первые и вторые производные минимизируемой 

функции (4.37) 

    

79а 1 50 ia Yi), 

г ак ТР ХХ 2; X1(X; x; — = _ —_—_ а— у, а— у Х 

2 д = Oa) Ow Me) 

Рассуждая, как и в двухрежимном случае, построим итеративный про- 
цесс минимизации вида 

; п; т -1 ; т т 

и *( 0;(a;) хх) ( 0;(a,) ха), 
s=0,1,..., (4.40) 

где €;(@s) = yi — Хаа, 
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Строгая релаксационность процесса (4.40) является следствием вогну- 
тости In: 

R@s+1)—-R@s) = Уп(ш О (а, +1) - п О(а,)) = 

  

Ока; +1) 1 О а; +1) 
= Уп; п Oita) < (Еды (5 — п; ом) , = 

«nin! 2, 2822) 
n Q;(a5) 

Но по определению 

а;+1 = агр тт УП; i) , 
а О; а;) 

поэтому 

DiGs+1) 25, 9) _ 
n; ————_ < 2n; = 

О; (а;) QO; (4s) 

С учетом этого получаем К (а;+,) <Р (;). Теперь заметим, чго равенство 
возможно лишь тогда, когда 

  

9 0; (a 2 sn, i (a) =0. 

да О; (@,;) а=а; 

что в свою очередь имеет место лишь в случае 4 (а;) = 0, где а — антигра- 
диент функции К. 

Таким образом, нами доказано, что 

RG@s+1)<RGs), а(а;) 70. 

Для применения теоремы 1.2, гл. 6 достаточно установить конечность 
множества стационарных точек К (©). Докажем это утверждение для слу- 

чая т = 1. Тогда 

  М (хи ))=0 4.41 2 0.@® x; Ia — 3, 9; : (4.41) 

Домножим уравнение (4.41) на О, (<) -Q2 (a) -... * Ox (a) > 0, nony- 
чим эквивалентное уравнение, левая часть которого — полином степени 
2К — 1. Нетрудно подсчитать, что коэффициент при этой степени равен 
п|х, |?...1х,|? > 0, аэто и означает, что (4.41) при т = 1 имеет конеч- 
ное число решений (не более 2К — 1). Аналогично показывается, что сис- 
тема 9А/да = 0 имеет конечное число решений и при т > 1. 

Итак, на основе вышеизложенного можно утверждать, что начиная с 
любого ао Е В” процесс (4.40) сходится к некоторой стационарной точ- 
ке а.: ЭК (а. ) [д = 0. Заметим, что мы не утверждаем сходимости к гло- 
бальному минимуму К (а). 

Перейдем к построению критериев глобальности в случае многорежим- 
ной гетероскедастичной регрессии. Прежде всего докажем один факт из 
теоремы линейной регрессии. 
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Лемма 4.2. ‚ Пусть у - вектор-столбец п Х 1, Х — матрица п Хт, О (а) = 
= |у - Ха|? — сумма квадратов отклонений, 0 = шл О (а), «Е К”. 
Тогда 

ХТ (у- Ха) - Хд"Х<(0@-0)х"Х 
в ТОМ смысле, что разность между правой и левой частями этого неравен- 
ства есть неотрицательно определенная матрица, Т.е. для любого и Е В" 
имеем 

[(y — Xa)*Xv]? <v™X*XP(Q(a) - 0), (4.42) 

причем при т = 1 это неравенство обращается в равенство. A 
Доказательство. Пусть а — оценка МНК, т.е. О (а) = 0. Тогда для 

любого у Е К” имеем (у -— Ха)"ХЬ = 0, поэтому, применяя неравенства 
Коши — Буняковского, получим 

[С — Ха)" Хь]? = [© - Ха) — X(@—a))* Xv]? = 
= [(@ —а)"ХТХь]? <рТХТХу (а фа)" ХТ Х (& а). 

В теории линейного регрессионного анализа хорошо известно разложение 
^ 

O(a)=O+(a—a)*X"X(a—a), 

откуда и следует утверждение леммы. Доказательство равенства в выра- 

жении (4.42) в случае т = 1 проводится непосредственно. 
Замечание, Неравенство (4.42) может рассматриваться как уточ- 

нение общего неравенства Коши — Буняковского на случай квадратичной 
формы специального вида. Без учета специфики О (®) правая часть этого 
неравенства имела бы вид ’"ХТХу -О(а) > v*X*Xv(Q(a) — 0), если 
0 #0. 

Итак, приступим к построению критерия глобальности функции (4.37), 
т.е, проверке того, когда точка локального минимума а Е А” является точ- 
кой глобального минимума. План построения таков: сначала оценим снизу 

гессиан минимизируемой функции и найдем выпуклое множество 5, на ко- 
тором он положительно определен. Тогда любая стационарная точка а, 
принадлежащая этому множеству, будет точкой локального минимума на 

этом множестве. Оценивая снизу А (<), далее доказываем, что если а Е 5, 
то А (&) > Е (а). Таким образом, получаем, что а — точка глобального ми- 
нимума. 

Оценим гессиан К (<) снизу на основе леммы 4.2; получим 

  
  

2п 21: _ 2п; 
ХТ Xi < = XF XQ; ; 0? (a) i e;(a)e; (a) 02 (а 0 ) (Q; (@) - 0), 

поэтому 

2 e 4 ° 1 д “ > 5 ari Or _ n; xX (4.43) 

2 да 1{=1\ О; (а) Q;() 

Эта оценка будет служить основой построения критериев глобальности 
функции А (а). 
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Сразу можно заметить, что гессиан будет положительно определен, ес- 

ли 20,/0? (a) > 1/Q;(a), T.e. ecnu Q; (a) < 20;, i=1,...,k. O6o03HauM 

$ = (а: 0; (a) <20,, i=1,...,k}. (4.44) 

Это множество выпуклое, как пересечение эллипсоидов. Поэтому, если 
а Е 5, причем ОК (а) |9“ = 0, то а — точка минимума на 5, т.е. для лю- 
бого © Е 5, а 3а имеем К (а) < К (а). 

Оценим теперь К (&) снизу. Имеем 

К (<) = 2 nj In Qj (a) > nj In Qj(a) + E mln Or 

9; (@) 

2, 

  =n; In +7, j=l,...,k, 

где 
. К ^ 

T= 2 п In Q;. 
i=1 

Обозначим Ny» jn = min n;. Torga U3 HepaBeHCTBa 
i 

R(a)<Mmin n2+ T (4.45) 

следует, что если а —стационарная TouKa R(a), TO a — TouKa глобального 
минимума. Действительно, если неравенство (4. 45) имеет место, тоаЕ 5, 

поскольку в противном случае найдется ]: О; (а) 10; > 2иК(а) >2п 2+ 
+Т?2 Пюш Ш 2 + Т, что противоречит (4.45). Но 5 — выпуклое множество, 
и поэтому для всех а Е 5 имеем К (а) > К (а), а =а. Значит, а — точка 
глобального минимума R (a). 

Полученная оценка для значения А (4) чересчур занижена. Это след- 
ствие требования одновременности выполнения К неравенств О; (а) < 

< 2Q;. 
Ниже будет предложен менее жесткий критерий глобальности К (а). 

OH основан на более точных оценках гессиана А (&) снизу. Поскольку 

QO; (a) = 0, то (4.43) будет выполнено, если 

п 

25 —— 0; X?X;- $ ХХ, > 0. 
0; (@) О; 

На основе матричного аналога неравенства Гёльдера (2.28), гл. 3 по- 

лучим 

pH xrx>(c С: my ex :х)) | 

О; (а) 

для этого в (2.28) ‚ гл. 3 необходимо ПОЛОЖИТЬ 

OF 

QO} (a) ’ 
Поэтому 9? Е /9а? > 0, если 

1 
25 Q; (a) <V2 007, iM"), 
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где 

п; 1/3\ 3 п; 

J; (2(5 xX) , M=D ХЕХ, 
Q; Q; 

Лпца — Минимальное собственное число соответствующей матрицы. Тог- 
да соответствующий критерий будет выглядеть следующим образом. 

Теорема 4.3. Пусть а — стационарная точка функции Е (а) , причем 

Хек @)- тут < 212 (Л М-). 

Тогда а — единственная точка глобального минимума К (®. 
Доказательство. Обозначим 

Q; (a) 
P(a)=2% —— 

О: 

— квадратичный функционал. Оценим КА (а) снизу в терминах Р(а). Для 
этого заметим, что 

R(@)>n;InQ;(a)+ 2 n; In O; = 
‚ 1] 

=n; In Q; (a) + T —n; In 0,, 

откуда 

; (М 7 <е(®@)- Т)/п;, j=1,...,k, 

j 

поэтому, суммируя эти неравенства по ], получим 

Рад < Х е(®®-ТУт 
i=1 

Докажем, что множество 5 = {a: R(a) <R(a@)} одноточечно, что и будет 
означать глобальность и единственность минимума К (а). Допустим против- 
ное: а аи (а) <К (а) .Рассмотрим еще одно множество 5; = { а: Р(а) < 
</2 Me (7, М-')} . На этом множестве по построению функция К (&) 
строго выпукла (5:- выпуклое множество, 02/9 а” — положительно опре- 

деленная матрица, «Е 5,). Если а: К (&) <К (а),то 

хе тт < хе) -ТУт < и (лМ-1), 
т.е. и Е 51. Но из выпуклости К (а) на 5; следует, что К (а) > (а). Полу- 
чили противоречие; теорема доказана. 

Рассмотренный алгоритм минимизации (4.40) можно существенно обоб- 
щить. Пусть Р — произвольная дважды дифференцируемая функция на 
К? = {хЕ ЕР: х, >0,...,хр >0}. Допустим, по каждому х; эта функция 
возрастает, т.е. 

OF 
— >0, j=l,...,p, xERP. (4.46) 
Ox; , 

Предположим к тому же, что эта функция вогнута, т.е. матрица Гессе отри- 
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цательно определена: 

  

92 Р 
7 <0, xERP. (4.47) 

Ox 

Рассматриваем следующую функцию: 

К (а) =Е(О, (а), О (а), „-. . ‚ Ор (@)), (4.48) 
где 

Q; (a) = Ny; — Xjall’, 1=1,...,Р, 

у Е В”), Х; — матрица полного ранга п; Х т, «Е К", причем О; (а) > 0 
для любого а Е А”. Рассмотрим следующую задачу минимизации: 

R(a)>min, aER™, 

где А (<) задается выражением (4.48). 
Ниже будет построен специальный сходящийся алгоритм минимизации 

функции (4.48) наподобие (4.12). Введем следующее обозначение: 

oF 
я.» 
дх; 

Пусть ах построено, определим ах+: как вектор, минимизирующий 

СТО (&) + 670. (®)+...+ GFQ, (a), (4.49) 

re G* =G;(Q(ax)) >0,]=1,... р. Нетрудно видеть, чго 

j=1,...,p. 

= [$ сх] $ СЕТ, k= 4.50 @к+1 [2 А) АЛ Le, Xi yi), 0,1,... (4.50) 

В силу сделанных предположений матрица 
Кут 2G; X; X; 

положительно определена и поэтому невырождена. Можно показать, что 

(@к+1 —а@к,4к)>0, 4к=0, (4.51) 

где 4 — антиградиент минимизируемой функции (4.48) ‚ т.е. процесс (4.50) 
является квазиградиентным. 

Покажем, чго итерации (4.50) понижают значение минимизируемой 

функции, т.е. 

В @к+,)< Е (ак), a #9. (4.52) 

В силу вогнутости функции Р имеем 

R @x+1) —R@)< > G; (Q; @x)) (2 @x+1) — 2 @x))= 

= > СГ О, (ак +1) > С; О; (ак) < 

< > с; О; (ах) — > с; О; (a;) =0 

согласно минимизации (4.49), которая имеет место по определению ак+ 1; 
дк 3-0. С учетом теоремы 1.2, гл. 6 процесс (4.50) сходится. 
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ABSTRACT 

Optimization and Regression 
by E.Z. Demidenko (Moscow: Nauka, 1989) 

E.Z. Demidenko is a doctor of Mathematics and works at one of the Institute of the Aca- 

demy of Sciences of the USSR as a senior research worker. He is one of the prominent spe- 
cialist in the USSR in statistics and nonlinear regressicn analysis. He is the author of the 

monograph "Linear and Nonlinear Regressions” (1981, 301 pp), which isone of the most 

quoted book on regression analysis in the USSR. 

There are three range of problems in optimization (minimization) theory. The first — 
the existence of the global minimizator. The second — the recognition of global minimum 
between local ones. The third — the working out of effective optimization methods. In 

almost all literature these problems are solved "in local’’. Particularly only the third range of 

problems was considered in details ealier. 
The book "Optimization and Regression” by E.Z. Demidenko is the first one where 

the global analysis is presented. So it is a pioneering work in the global optimization theory. 
The detailed results are derived in the case of the sum of squares (SS) function, which 

arises by applying the nonlinear least squares estimation for nonlinear regression. Then 
the results are generalized to a new class of multiextremal functions, so called decomposi- 
tive functions, and then to an arbitrary functions with some specific properties. 

The commonly used preposition in minimization problems is the existence of the global 
minimizator. Obviously it may be not exist in the case of continuous function and noncom- 
pact prior set of minimization. A constructive approach for solving this problem is consi- 
dered based on the notion ”the infimum in infinity’’. The according criterion enables to find 
the conditions of the existence of the global minimizator, or the nonlinear estimator in statisti- 
cal context. It is also important, that it allows to find a new starting value for an iterative mini- 
mization prosess. The comprehensive analysis of the existence is done for the following 
families of nonlinear regressions: i) quasilinearizied, ii) nonlinear trends (exponential modi- 
fied, logistic curves), iii) CES production—function and some others. 

The main part of the book is devoted to the problems of multiextremality (chapters 
2, 3, 4, 5). This theme begins with some dramatic results: it is proved that. the probabili- 

ty, that the SS for any nonlinear regression has at least two local minima, is positive (ch. 2). 

The investigation of minimization function from multiextremal point of view begins 
with SS. All criteria have a similar structure. First,the threshold value of the SS by analitic 

method must be obtained,SS.Thenif the given value of SS is less than SS, then the desired 
property is fulfiled. For example, if a* is a local minimizator and SS (@*) is less then SS, 

then a* is the global minimizator. There are seven threshold values each characterizing. the 
specific property of the minimization function: local and global convexity, uniextremalyty 
and so on. 

The analytical investigation of the hessian of the minimization function is played of the 

important role in the suggested global analysis. Here the general approach for inequalities 

construction will be helpfull. The matrix analogues of Cauchy —Shwarz and Holder inequa- 
lities are presented. 

The problems of the construction of special effective algorithms of minimization are also 
considered (ch. 6, 7). They are based on specific properties of minimization function. Three 
general approaches are suggested: i) the method of frontier paraboloid, ii) the method of split- 
ting, iii) the method of substitution. Some special methods of SS’s minimization for the fol- 
lowing nonlinear regressions are considered; i) loglinear, ii) hyperbolic, iii) CES production— 

function, iv) polilinear and some others.
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